
Introdution aux prinipes et méthodes

de l'assimilation de données en géophysique

Notes de ours du

Master M2 OACOS & WAPE

et de

l'Éole Nationale Supérieure des Tehniques Avanées ParisTeh

et l'Éole des Ponts ParisTeh

Révision 1.31

Mar Boquet

CEREA, Éole des Ponts ParisTeh

2004 - 2014

14 janvier 2014



2

Introdution aux méthodes de l'assimilation de données



Table des matières

I Les méthodes de l'assimilation de données 7

1 Interpolation statistique 11

1.1 Livres et notes de référenes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2.1 La représentation du système physique . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.2 Le système observationnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.3 La modélisation des erreurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2.4 Le problème de l'estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.3 Interpolation statistique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.1 Ansatz pour l'estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.2 Estimation optimale : l'analyse BLUE . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3.3 Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.4 Équivalene variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.4.1 Équivalene ave BLUE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.4.2 Propriétés de l'approhe variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.4.3 Cas où l'opérateur d'observation H est non-linéaire . . . . . . . . . . 24

1.4.4 Formalisme dual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.5 Un exemple minimaliste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.5.1 Équation d'observation et matries de ovariane d'erreur . . . . . . 26

1.5.2 Analyse optimale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

1.5.3 Erreur ommise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2 Interpolation séquentielle :

Le �ltre de Kalman 29

2.1 Modélisation stohastique du système . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.1.1 Étape de l'analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.1.2 Étape de la prévision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2 Résumé, étude de as limites et exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2.1 Pas d'observation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2.2 Observations parfaites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2.3 Un exemple très simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.2.4 Deuxième exemple : assimilation d'un osillateur . . . . . . . . . . . 35

2.3 Le �ltre de Kalman étendu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.3.1 Linéarisations de la prévision et de l'analyse . . . . . . . . . . . . . . 36

2.3.2 Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.3.3 Assimilation des observations sur un osillateur non-linéaire . . . . . 37

M. Boquet



4 TABLE DES MATIÈRES

2.4 Compléments : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.4.1 Théorème d'indépendane des innovations . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.4.2 Orthogonalité entre l'estimé de l'analyse et l'erreur d'analyse . . . . 40

2.4.3 Propagation de l'erreur d'analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3 Formalisme variationnel généralisé : le 4D-Var 43

3.1 Fontion de oût et alul de son gradient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.1.1 Gradient ave un terme d'ébauhe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.1.2 Cas où le modèle diret et/ou l'observation sont non-linéaires . . . . 46

3.2 Solution du problème variationnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.2.1 Solution par rapport à x0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.2.2 Solution par rapport à xk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.3 Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.3.1 Propagation de l'erreur d'analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.3.2 Transférabilité de l'optimalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.3.3 Équivalene entre le 4D-Var et le �ltre de Kalman . . . . . . . . . . 50

3.4 Caluls de sensibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.4.1 Sensibilité du premier ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.4.2 Sensibilité du seond ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.5 Algorithmes de minimisation de la fontion de oût . . . . . . . . . . . . . . 52

3.5.1 Algorithmes de desente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.5.2 Algorithmes quasi-Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.5.3 Une méthode quasi-Newton : l'algorithme BFGS . . . . . . . . . . . 55

3.6 Contrainte de modèle faible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.7 Méthode inrémentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

II Assimilation de données avanée 57

4 Assimilation de données non-linéaire 61

4.1 Les limites du �ltre de Kalman étendu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

4.2 Interprétation probabiliste et interpolation optimale . . . . . . . . . . . . . 62

4.2.1 Assimilation d'une observation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.2.2 Théorie de l'estimation et analyse BLUE . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.2.3 Choix d'un estimateur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.3 Interprétation probabiliste et assimilation séquentielle . . . . . . . . . . . . 65

4.3.1 Étape de la prévision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.3.2 Étape de l'analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.3.3 Théorie de l'estimation et �ltre de Kalman linéaire . . . . . . . . . . 67

4.4 Interprétation probabiliste et assimilation variationnelle . . . . . . . . . . . 67

4.5 Filtres partiulaires (Monte Carlo) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

5 Filtres : mieux prendre en ompte la non-linéarité 71

5.1 Le �ltre de Kalman d'ensemble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

5.2 Le �ltre de Kalman �unsented� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5.2.1 La transformation unsented . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

5.2.2 Le �ltre de Kalman �unsented� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Introdution aux méthodes de l'assimilation de données



TABLE DES MATIÈRES 5

6 Appréhender la grande taille des systèmes : �ltres réduits 83

6.1 Le �ltre RRSQRT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

6.2 Le �ltre SEEK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

6.2.1 Filtre sans erreur modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

6.2.2 Filtre ave erreur modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

6.3 Le �ltre SEIK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6.3.1 Filtre sans erreur modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6.3.2 Filtre ave erreur modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

6.4 Le �ltre UKF raine (SRUKF) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

III Quelques problèmes et solutions 95

7 Quelques problèmes et solutions 97

7.1 Linéarisation, boule interne et méthode inrémentale . . . . . . . . . . . . 97

7.2 Sous-estimation des erreurs et in�ation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

7.3 Sous-éhantillonage et loalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

IV Modélisation inverse 99

8 La modélisation inverse en géophysique : exemple de l'assimilation de

radianes et onepts assoiés 103

8.1 Le sondage de l'atmosphère : la physique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

8.1.1 Pro�l vertial de température dans l'atmosphère . . . . . . . . . . . 104

8.1.2 Proessus radiatifs dans l'atmosphère et dé�nition des radianes . . . 104

8.1.3 Quanti�ation du rayonnement et rayonnement du orps noir . . . . 105

8.1.4 Loi de Beer-Lambert et loi de Kirho� . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

8.1.5 La di�usion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

8.1.6 Équation du transfert radiatif pour le rayonnement infrarouge . . . . 107

8.1.7 Dé�nition de la transmittane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

8.1.8 Fontions de poids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

8.2 Un problème inverse typique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

8.2.1 L'équation du problème inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

8.2.2 Conditionnement du problème - Régularisation . . . . . . . . . . . . 110

8.3 Solution standard et onséquenes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

8.4 Quanti�er l'information . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

8.4.1 Nombre de degrés de libertés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

8.4.2 Résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

8.4.3 Information au sens de Shannon - Entropie . . . . . . . . . . . . . . 116

8.5 Autres approhes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

8.5.1 Méthode de Bakus-Gilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

8.5.2 Méthode du maximum d'entropie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

M. Boquet



6 TABLE DES MATIÈRES

Introdution aux méthodes de l'assimilation de données



Première partie

Les méthodes de l'assimilation de

données

M. Boquet





9

On introduit dans ette partie les outils statistiques qui servent de fondement math-

ématique aux méthodes de l'assimilation de données. Ils se rattahent à la théorie de

l'estimation et à la théorie du ontr�le optimal . On ommenera par introduire les on-

epts de base et les objetifs poursuivis qui dé�nissent la problématique de l'interpolation

statistique . Sous ertaines onditions, l'interpolation statistique devient interpolation op-

timale qui porte le nom de BLUE (Best Linear Unbiased Estimator). L'analyse BLUE

se révèle équivalente à un problème variationnel, qui onsiste en la minimisation d'une

fontionnelle de type moindres arrés.

Cette approhe trouve dans un adre séquentiel (par exemple un problème d'assimi-

lation qui inorpore le temps) une extension baptisée �ltre de Kalman . Sous ertaines

onditions on peut aussi faire orrespondre à ette analyse un problème variationnel, où il

s'agit de minimiser une fontionnelle dé�nie sur un espae à quatre dimensions (3 d'espae

et 1 de temps). Cette tehnique d'assimilation, appelée 4D-Var est plus généralement

devenue un outil d'optimisation de hoix.

M. Boquet
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Chapitre 1

Interpolation statistique

1.1 Livres et notes de référenes

Un des pères de l'assimilation de données moderne était Roger Daley, qui a notamment

érit [4℄. Quelques notes de ours et artiles très lairs, érits par des herheurs ayant

fortement ontribué dans le domaine permettent de bien ommener en assimilation de

données [19, 1℄. Des notes de ours/onférenes très détaillées disponibles en ligne sur la

toile peuvent aider (notamment [23℄). Un des ouvrages les plus réents sur l'assimilation

de données et la préditibilité en météorologie a été érit par une herheuse majeure

du domaine (Eugenia Kalnay) [11℄. Pour une lari�ation oneptuelle néessaire sur la

notion d'erreur en assimilation de données, on pourra onsulter [3℄. Pour une mise à plat

des onventions et éritures dans le domaine, mais aussi une synthèse méthodologique, on

pourra onsulter [10℄.

1.2 Introdution

Comment fait-on de la prévision sur des systèmes omplexes omme l'atmosphère ?

Prenons l'exemple onret de la température sur Paris. Supposons que l'on ait mesuré

haque jour une température moyenne sur la ville. On déide alors de prédire la température

moyenne journalière pour les jours à venir. La démarhe la plus simple onsiste à extrapoler

les températures déjà observées pour les jours à venir en se fondant soit sur la régularité de

la ourbe de l'historique des températures ou bien sur une base statistique événementielle.

C'est e qui se pratiquait avant l'avènement des ordinateurs, ar la démarhe est peu

oûteuse en alul.

Une autre démarhe onsiste à utiliser la onnaissane fondamentale que l'on a de la

dynamique du système en simulant l'évolution de la température les jours suivant. Ce

qu'autorise aujourd'hui la puissane de alul des ordinateurs. Cela néessite d'initialiser

le modèle ave les dernières températures relevées.

Cependant, les deux démarhes trouvent rapidement leurs limites et divergent de la

ourbe réelle (Figure 1.1).

La démarhe optimale onsiste à ombiner au mieux et le plus exhaustivement possible

la onnaissane théorique et la onnaissane par l'observation de l'état du système. Dans

M. Boquet
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Figure 1.1 � Courbes des températures moyennes journalières réelles, extrapolées et

simulées

notre exemple, ela onsiste à initialiser la dynamique du système à l'aide de l'ensemble

des observations passées et pas seulement des toutes dernières.

L'assimilation de données est dé�nie omme l'ensemble des tehniques statistiques

qui permettent d'améliorer notre onnaissane (passée, présente ou future) de l'état d'un

système physique à partir de la donnée onomitante d'observations expérimentales sur le

système et de sa onnaissane théorique (ou a priori).

L'interpolation statistique est une des tehniques les plus simples permettant de

trouver une solution à e problème. Si la tehnique est mathématiquement élémentaire

(souvent équivalente aux moindres arrés), sa mise en ÷uvre sur des systèmes omplexes

de grande taille est loin d'être immédiate.

1.2.1 La représentation du système physique

On désigne par x le veteur dont les omposantes sont les variables qui mesurent l'état

réel d'un système. Très onrètement, on peut, par exemple, assigner à une omposante

du veteur x la température d'une masse d'air à une latitude, longitude et à une altitude

préises, à une date et heure données.

En prinipe, une desription exhaustive du système suppose que x ne soit pas un veteur

appartenant à un espae de dimension �nie, mais un hamp vetoriel de omposantes

xα(
−−→
OM, τ). Ce hamp vetoriel dépend du point spatio-temporel et ses omposantes sont

autant d'observables potentielles en e point indexées par α (température, vitesse, pression,

humidité, onentrations d'espèes gazeuses, et.).

Dans une optique simulation numérique, il faut pouvoir oder informatiquement e

veteur en le disrétisant, 'est-à-dire, formellement, en se donnant un opérateur Π qui

permette de passer d'un espae de dimension in�nie à un espae de dimension �nie n.
L'image de x par Π est notée xt

, et don xt ∈ R
n
. L'indie t fait référene à true , l'état

vrai du système. (C'est un abus de langage ar en réalité il ne s'agit que d'une projetion

Introdution aux méthodes de l'assimilation de données
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de l'état vrai). Par exemple, xt
peut être la moyenne du hamp x sur une ellule d'un

maillage utilisé pour la représentation.

Toutefois, en pratique, au même titre que les omposantes de x, il est impossible de

onnaître la valeur exate des omposantes de xt
. Et 'est préisément tout ou partie de

e veteur qu'il s'agit d'estimer. Le résultat de l'estimation de xt
est un veteur de même

dimension n noté xa
, où a se réfère à analyse . Lorsque le résultat d'une analyse sert de

point de départ à une nouvelle analyse, e veteur est alors noté xb ∈ R
n
ave b pour

bakground et est appelé en français une ébauhe . Du point de vue d'une analyse future,

elle onstitue une onnaissane a priori sur l'état du système.

Un système d'estimation doit se nourrir d'observations du système réel a�n de réduire

l'erreur ommise dans l'analyse. Ces observations peuvent êtres entreprises en n'importe

quel point du système (elles peuvent même orrespondre à une moyenne loale lorsque la

résolution de l'instrument est large). Sur des systèmes réalistes, il n'y a pas de raisons pour

que es points oïnident ave les points de olloation du modèle informatique représentant

le système. En interpolant, extrapolant, ou �ltrant, on doit être apable de fournir un jeu

de données de taille p, qui puisse être mis en orrespondane ave une fontion de tout où

partie des omposantes de xt
. On notera y ∈ R

p
le veteur des observations.

1.2.2 Le système observationnel

Les moyens d'observation de l'atmosphère

Un système d'assimilation omplexe (don intéressant !) doit être alimenté par de nom-

breuses données d'observations. On donne ii un aperçu du système observationnel

global tel qu'il est utilisé en météorologie et en himie atmosphérique.

Aujourd'hui, il y a par nature essentiellement deux types d'observations. Il y a d'abord

les observations onventionnelles. Elles sont désormais beauoup moins abondantes que les

données satellitaires. Cependant elles sont moins redondantes, et sont mieux maîtrisées.

De plus plus elles fournissent une information direte sur le système par opposition aux

informations d'origine satellitaires (radianes). En 2003, 99 % des données utilisées par

ECMWF (European Centre for Medium-Range Weather Foreast) sont d'origine satellitaire

mais seulement 91.5 % des données e�etivement assimilées sont d'origine satellitaires ! On

ompte parmi elles

� les mesures de stations (réseau SYNOP).

� les mesures faites par les avions sur les lignes ommeriales.

� les mesures faites par les réseaux de bouées oéaniques et les mesures faites par les

bateaux marhands.

� les mesures régulières faites par ballon sonde (radiosondage).

� les mesures LIDAR (sondage atif par faiseau laser depuis le sol).

� Des données radar, permettant la loalisation des préipitations.

Il y a ensuite les mesures satellitaires. Elles ne sont disponibles que depuis les années

70. Depuis la �n des années 70 et jusqu'aujourd'hui, le nombre total de mesures aquises

par �round� d'observations (toutes les six heures pour la météorologie) roit sur un rythme

exponentiel. En 2003, à l'ECMWF, on reueille 70×106 données par jour, mais on n'assimile

que 3.6 106 données ! En 2010, à l'ECMWF, on assimile 25× 106 observations par jours.

Du point de l'assimilation de données, le satellite a permis l'obtention d'une masse

imposante de données. Il a aussi permis d'obtenir des données pour l'hémisphère sud,

M. Boquet
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juqu'alors très mal ouvert par le réseau de surveillane. Des progrès très net ont ainsi

été réalisés dans les prévision météorologiques lorsqu'on a pu assimiler des observations en

quantité pour l'hémisphère sud.

Les satellites d'observations de la Terre

Il existe de nombreux satellites d'observation de la Terre (atmosphère, sol et oéan). À

leur bord, de nombreux instruments à tâhe spéi�que. Ces instruments sont prinipale-

ment des sondes du spetre lumineux (infrarouges, visibles et UV prohes). Chaun possède

une batterie de anaux (de fréquenes) qui fournissent autant d'informations di�éreniées.

Selon leur orbite, on les lasse en les satellites géostationnaires et les satellites de

basse altitude . Les satellites géostationnaires évoluent à 36.000 km d'altitude. Ils sont

géosynhrones, 'est à dire qu'ils tournent à la vitesse angulaire de la Terre et restent don

au dessus d'un même point géographique. Leurs instruments balayent une zone irulaire

autour de e point. Il présentent don l'avantage évident de suivre en permanene une

même zone. Il sont répartis autour de l'équateur. Les satellites de basse altitude sont situés

de 400 à 800 km d'altitude. Ils ont généralement une orbite polaire (passant par les p�les).

Ils balayent don une grande partie du globe. Cependant la fréquene d'observation d'une

ible est moindre et parfois irrégulière.

On peut aussi lasser les satellites environnementaux selon leur fontion. Il sont destinés

soit à la surveillane opérationnelle, soit destinés à la reherhe (les observations sont alors

intermittentes).

En météorologie, il existe deux réseaux de satellites imageurs et reueillant les données

météo de base (albedo, humidité de l'air, température, images des nuages) : la onstella-

tion GOES, et la onstellation METEOSAT. GOES, pour Geostationnary Operationnal

Environnemental Satellite, sont des satellites de la NASA (National Aeronautis and Spae

Ageny) et de la NOAA (National Oeani and Atmospheri Ageny). METEOSAT est

la ontrepartie européenne, dont la onstellation est gérée par l'ESA (European Spae

Ageny).

Il existe par ailleurs des satellites dédiés à une observation environnementale plus large

et plus pointue. Parmi eux, UARS (Upper Atmospheri Researh Satellite de la NASA),

la onstellation des satellites de la NOAA : NOAA14, NOAA16, et NOAA17, les satellites

EOS Terra et EOS Aqua de la NASA. Du oté européen (ESA), ERS-2 (European Remote-

Sensing Satellite), et le mûr (lané en 2002) ENVISAT, et le réent METOP-A (lané le

19 otobre 2006).

À ela s'ajoute les satellites militaires (dont DMSP (Defense Meteorologial Satellite

Program). On ompte également des satellites de reherhe : par exemple ODIN, suédois.

Plus réemment ont été lanés les satellites de l'A-Train, une onstellation de 6 satellites

(NASA et CNES) survolant (AQUA, AURA, CLOUDSAT, CALIPSO, PARASOL, OCO

dont le lanement a éhoué) l'équateur à 13h30 (orbite géosynhrone).

À ette liste, il faudrait ajouter les satellites russes et les satellites japonais (dont le

satellite GOSAT mesurant le CO2 atmosphérique).

Tous es satellites disposent de plusieurs instruments, désignés par des aronymes. Je

vais ii essayer de lister quelques uns des instruments dédiés à la omposition himique de

l'atmosphère. Il est lair qu'il est plus faile de mesurer des olonnes (masse totale de gaz

dans un ylindre de base la surfae et de sommet le satellite) ou bien des onentrations

dans la stratosphère, que des onentrations troposphériques.

Introdution aux méthodes de l'assimilation de données
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� GOME (ERS-2) : (Global Ozone Monitoring Experiment). Colonnes d'ozone et

NO2. L'instrument mesure aussi les gaz-trae et les aérosols. ERS-2 est entré en

fontion en Avril 1995 et a �ni sa vie en 1998.

� HIRS-9 (sur les satellites NOAA) : (High Resolution Infrared Radiation Sounder).

Le anal 9 (à 9.7 mirons ; bande d'absorption du rayonnement terrestre par l'ozone

dans la basse stratosphère) mesures de olonnes d'ozone. L'instrument équipe les

satellites NOAA depuis 1991.

� MOPITT (sur EOS Terra) : (Measurements of the Pollution in the Troposphere).

Mesures de la pollution dans la troposphère. En partiulier, mesures de CO et CH4.

Opérationnel depuis début 2000.

� MIPAS (ENVISAT) : (Mihelson Interferometer for Passive Atmospheri Sound-

ing). Mesures en himie stratosphérique (O3, CH4, H2O, N2O et HNO3)

� GOMOS (ENVISAT) : (Global Ozone Monitoring by Oultation of Stars), pro�ls

�ns de NO2, O3. La résolution en altitude est notamment possible au dessus de la

tropopause.

� SCIAMACHY (ENVISAT) : (Sanning Imaging Absorption Spetrometer for At-

mospheri Chartography) et instrument mesure les espèes trae dans la stratosphère

et la troposphère. C'est une version notablement améliorée (spetre plus large, no-

tamment dans l'infrarouge) de GOME. Il permet également le suivi d'aérosols.

� IASI (METOP) : (Infrared Atmospheri Sounding Interferometer). C'est un sondeur

(CNES/EUTMETSAT) dans l'infrarouge destiné à mesurer la vapeur d'eau, le CO2,

le dioxyde d'azote et l'ozone. Il est à bord de la plate-forme METOP, en orbite

quasi-polaire et qui suède dans l'esprit à ENVISAT.

� GOME-2 (METOP) : (Global Ozone Monitoring Experiment). C'est un spetromètre

destiné à mesurer les olonnes d'ozone et les pro�ls de NO2, BrO, OClO et ClO.

Ces instruments délivrent don des olonnes de onstituants de l'atmosphère. Le alul

des pro�ls de onentrations à partir de es informations est réalisé par modélisation

inverse . La proédure est appelée assimilation de radianes. Elle fait notamment

appel à une bonne onnaissane a priori du pro�l (d'ébauhe don).

1.2.3 La modélisation des erreurs

Modélisation des observations et des erreurs d'observation

En pratique, sur des systèmes omplexes, la onnaissane de y ne permet pas d'avoir

aès sans erreur à la onnaissane du veteur d'état xt
. C'est par exemple le as en

météorologie, en limatologie, ou bien enore en oéanographie. Il existe une haîne de

transformations, exates ou entahées d'erreurs, entre y et xt
. On se propose de donner un

aperçu de ette haîne.

On a déjà mentionné le fait que, généralement, seule une partie des variables d'état du

système sont aessibles à l'observation. Par exemple, en oéanographie, on onnaît bien les

mouvements de surfae des oéans (par altimétrie, grâe notamment à des satellites omme

Topex-Poséidon) alors qu'il est évidemment très di�ile d'aéder à des données marines

de profondeur, qui sont pourtant néessaires à un diagnosti de l'état du système. Cela n'est

toutefois pas une soure d'erreur en soi mais seulement la signature de la sous-détermination

de l'état du système (puisque p ≪ n). En pratique pour un modèle météorologique et pour

un yle d'assimilation, le veteur xt
est de taille n = 108 (TL799L91 pour le modèle du

M. Boquet



16 Interpolation statistique

entre européen à partir de 2006) alors que le veteur y est de taille p = 4× 106 (données

2009) ! En 2010, le modèle du entre européen est passé à la résolution spetrale TL1279L91,

soit des mailles logues d'environ 16 km, et n = 1.5×109, alors que l'on désormais p = 6×106

De plus, il n'y a pas toujours de relation immédiate entre les variables d'état xt
et les

quantités observées dans y. Par exemple, les satellites mesurent les radianes émises par une

olonne atmosphérique. On ne peut aéder aux onentrations des espèes présentes dans

la olonne (par exemple l'ozone) qu'indiretement. Les omposantes de y ne se rapportent

à l'état réel du système que par des ombinaisons linéaires ou non-linéaires d'une partie

des omposantes de xt
. Il existe don une fontion, pas toujours simple, reliant y à x.

Les di�érenes entre les observations et l'état du sous-système ne se limite pas à la

remarque i-dessus sur la sous-détermination (qu'on peut ranger dans la atégorie des

erreurs de représentativité). On peut les lasser en erreurs de mesures et en erreurs

de représentativité .

L'erreur la plus évidente (et en général bien identi�ée dans le proessus d'observation)

est l'erreur de mesure , qui a�ete diretement (et en général additivement ou multi-

pliativement) y. On souhaite onstruire, onnaissant l'état vrai et ontinu du système x,

le veteur des observables qui se ompare à y et que l'on note h [x]. On désigne don par h
la fontion permettant ette onstrution. En l'absene d'erreur de mesure, on a y = h [x]
('est alternativement la dé�nition de h). L'observation s'érit alors omme la somme de

h [x] et de l'erreur de mesure eµ :

y = h [x] + eµ . (1.1)

Toutefois, on travaille numériquement sur xt
et non sur x. On veut don également onstru-

ire, onnaissant l'état vrai disret du système xt
, le veteur des observables qui se ompare

à x et que l'on note H[xt]. La haîne dérite par H, appelée fontion d'observation ,

inlut non seulement les opérations de transformation et de projetion existant dans H,

mais aussi des opérations d'interpolation rendues néessaires par l'information perdue dans

la projetion par Π. On érit alors

y = h [x] + eµ

≡ H[xt] + er + eµ , (1.2)

où

er ≡ h [x]−H[xt] = h [x]−H[Πx] , (1.3)

est l'erreur de représentativité. Ce raisonnement est représenté sur le diagramme Fig. 1.2

et peut se résumer ainsi :

y = H[xt] + eo , (1.4)

ave eo ≡ er+eµ. On a supposé ii h parfaitement onnu. Mais il se peut, qu'une soure ad-

ditionnelle d'erreur soit une onnaissane imparfaite de ette fontion. Dans e as l'erreur

ommise dans la modélisation de H est de type erreur modèle .

Statistiques d'erreur

On s'arrange pour que l'erreur d'observation soit sans biais, 'est-à-dire que E[eo] =
0, quitte à soustraire a posteriori un éventuel biais onstaté. [R]ij = E [[eo]i [e

o]j ] est

Introdution aux méthodes de l'assimilation de données
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Figure 1.2 � Diagramme déomposant les étapes de la modélisation et les erreurs om-

mises.

alors dé�nie omme la matrie de ovariane des erreurs d'observations. C'est une matrie

symétrique de taille R
p×p

. Elle est de plus supposée dé�nie positive (don inversible).

En général, dans la suite, on supposera onnue R. Mais 'est en pratique un enjeu

important de s'en donner une estimation orrete, la qualité de l'analyse qui en déoule

en dépendant fortement. En général, on onsidère que R est diagonale, e qui suppose que

les observations sont toutes indépendantes les unes des autres. Des soures de orrélations

sont ependant possibles : orrélation temporelle, orrélation spatiale entre pixels pour les

mesures satellitaires, et.

Erreurs d'ébauhe et d'analyse

L'erreur assoiée à l'ébauhe est dé�nie par

eb = xb − xt . (1.5)

Elle mesure l'éart de l'estimation a priori (avant le début de l'analyse) à la réalité. On

lui assoie la matrie de ovariane [Pb]ij = E
[
[eb]i [e

b]j
]
. C'est une matrie symétrique

de taille R
n×n

. Elle est de plus supposée dé�nie positive (don inversible). On suppose que

l'erreur eb est sans biais : E[eb] = 0, quitte à avoir orrigé xb
pour permettre ela.

L'erreur de l'analyse est dé�nie par

ea = xa − xt . (1.6)

Elle mesure l'éart du résultat de l'analyse à la réalité. On lui assoie la matrie de ovari-

ane [Pa]ij = E [[ea]i [e
a]j ]. C'est une matrie symétrique de taille R

n×n
.

On suppose en général que eo et eb sont déorrélées. Il n'y a pas de raison de prinipe

pour laquelle la mesure sur un système, en tant que variable aléatoire, soit orrélée à

une onnaissane (imparfaite) a priori de e même système. Cela semble une hypothèse
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raisonnable, même dans des situations omplexes. Mais si ette ébauhe a pu être onstruite

à l'aide d'observations de même type, voire ave les mêmes instruments, alors une telle

hypothèse pourrait ne plus être satisfaite.

Erreur modèle

Dans le adre de l'assimilation de données, on est souvent amené à utiliser un modèle

Φ qui permette par exemple dans un proessus séquentiel, de relier x(τ + 1) à x(τ), états
du système aux instants τ + 1 et τ :

x(τ + 1) = Φ[x(τ)] . (1.7)

Il peut s'agir par exemple des équations dites primitives (équations du mouvement (New-

ton), équation de onservation de la masse d'air, équation de onservation de la masse

d'eau, équation d'état de l'air (loi des gaz parfaits), onservation de l'énergie (première loi

de la thermodynamique)) pour une analyse météorologique. Il peut s'agir des équations de

himie-transport des polluants gazeux et partiulaires et des équations de himie-transport

et évolution des aérosols, pour une analyse en qualité de l'air.

On suppose dans un premier temps que ette fontion de transition Φ est parfaitement

onnue. Elle représente don sans erreur l'évolution réelle du système physique. Mais, une

nouvelle fois, on ne peut travailler en pratique que dans un espae disret, dé�ni par

xt = Πx. On projette don l'équation de propagation Eq.(1.7) au moyen de Π

xt(τ + 1) = Πx(τ + 1) = ΠΦ[x(τ)]

≡ M [xt(τ)] + em , (1.8)

où l'erreur modèle em est donnée par

em ≡ ΠΦ[x(τ)]−M [xt(τ)] = ΠΦ[x(τ)] −M [Πx(τ)] . (1.9)

On notera que l'erreur modèle identi�ée i-dessus est une erreur de représentativité .

Cependant, de part la omplexité des modèles utilisés et des approximation mises en

÷uvres pour les obtenir, la modélisation elle-même est entahée d'erreurs et l'opérateur

de propagation Φ est imparfait, à plus forte raison M . Il faut don admettre qu'em se

déompose en réalité en une erreur de représentativité telle que déjà identi�ée et une erreur

due à la modélisation imparfaite du modèle. Cette dernière soure d'erreur est distinte de

l'erreur liée à la modélisation de l'observation, bien qu'elle soit de nature similaire.

1.2.4 Le problème de l'estimation

On étudie un système dérit par un veteur d'état xt
. On suppose que l'on s'en fait

une idée xb
. Cette ébauhe résulte d'une analyse antérieure ou d'une estimation issue de

prinipes généraux. Elle onstitue la meilleure estimation de l'état du système en l'absene

de toute autre information. Des observations y e�etuées sur le système renseignent par-

tiellement sur elui-i, au travers d'une fontion d'observation H. De plus on suppose que,

idéalement, on onnaît les statistiques (à l'ordre deux) de l'erreur d'observation eo ainsi

que de l'erreur d'ébauhe eb.
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On herhe alors, à l'aide des observations e�etuées, à améliorer notre estimation xa
de

l'état du système omparée à la onnaissane a priori de elui-i xb
. On herhe également

à onnaître l'erreur ommise ea au ours de l'analyse.

Il existe bien sûr de nombreuses façons de réaliser l'analyse. Mais on herhe à réaliser

une (la ?) meilleure analyse possible, 'est-à-dire une analyse permettant de minimiser

l'erreur ommise a posteriori ea, par exemple en minimisant Tr(Pa).

1.3 Interpolation statistique

1.3.1 Ansatz pour l'estimation

Hypothèse linéaire d'interpolation

On suppose maintenant que l'opérateur d'observation H est linéaire. On pourra alors

le noter H, e qui indique que l'opérateur est linéaire ou bien qu'il est le linéaire tangent

1

de l'opérateur non-linéaire H : H = H ′
. Si l'opérateur d'observation est l'appliation :

x −→ y = H[x], alors l'opérateur linéaire tangent assoié est obtenu en développant

l'opérateur autour de x :

δyi =
N∑

n=1

∂Hi

∂xn
δxn . (1.10)

L'opérateur linéaire tangent est alors l'opérateur linéaire dont l'ation est dé�nie par la

matrie H, de oe�ients :

[H]in =
∂Hi

∂xn
. (1.11)

Un Ansatz pour le veteur estimation xa
est de hoisir pour l'analyse un veteur de la

forme

xa = Lxb +Ky , (1.12)

où L est une matrie n×n et K est une matrie n×p. C'est-à-dire une ombinaison linéaire

des informations dont on dispose (L et K sont don des opérateurs linéaires). Compte tenu

de l'équation d'observation y = Hxt + eo, l'erreur assoiée à ette ombinaison peut être

obtenue omme suit

xa − xt = L
(
xb − xt + xt

)
+K

(
Hxt + eo

)
− xt

ea = Leb +Keo + (L+KH− I)xt . (1.13)

Il est naturel de souhaiter que l'erreur ommise soit sans biais. Or, suivant l'hypothèse

retenue que les erreurs d'observation et d'ébauhe sont sans biais (E[eo] = 0 et E[eb] = 0),
il déoule du alul qui préède que E[ea] = (L+KH− I) E[xt]. On souhaite don que

L = I−KH (ondition su�sante).

Il en résulte une forme plus préise d'un Ansatz linéaire et sans biais

xa = (I−KH)xb +Ky ,

xa = xb +K (y −Hxb)︸ ︷︷ ︸
innovation

. (1.14)

1. On dit aussi matrie jaobienne, voire jaobienne tout ourt, à ne pas onfondre ave jaobien qui

est le déterminant de la matrie jaobienne et qui est un salaire.
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K est un opérateur linéaire de R
p
dans R

n
appelé gain . y − Hxb

est appelé veteur

innovation . Il est un ondensé de l'information additionnelle due à l'observation omparée

à l'ébauhe. La matrie de ovariane assoiée à ses omposantes onstitue e que l'on

désigne parfois en théorie de l'information par matrie d'information .

Puisque K est linéaire, l'analyse se résume ii à une interpolation linéaire. La termi-

nologie d'usage est toutefois inorrete puisqu'il s'agit en réalité d'une regréssion linéaire.

L'appellation est historique puisque les premières analyses utilisées en métérologie (Cress-

man) s'apparentaient à de vraies interpolations aux sens mathématique du terme (i.e.

y = H[xa] ).
Ave un estimateur linéaire, le problème de l'estimation se ramène don à déterminer

�un gain satisfaisant�.

Erreur ommise

Supposons momentanément que l'on ait déterminé le gainK. Quelle est alors la variane

de l'erreur ommise Pa
? Pour la aluler, on réérit les deux membres de l'équation (1.14)

à l'aide des veteurs d'erreurs introduits jusqu'à présent

ea = eb +K(eo −Heb) (1.15)

alors

Pa = E
[
(ea)(ea)T

]
= E

[(
eb +K(eo −Heb)

)(
eb +K(eo −Heb)

)T]

= E

[(
Leb +Keo

)(
Leb +Keo

)T]
= E

[
Leb(eb)TLT)

]
+ E

[
Keo(eo)TKT

]

= LPbLT +KRKT , (1.16)

où l'on a utilisé la déorrélation de eo ave eb et la linéarité de K. En résumé :

Pa = (I −KH)Pb(I −KH)T +KRKT . (1.17)

1.3.2 Estimation optimale : l'analyse BLUE

On herhe maintenant, dans e adre, à minimiser l'erreur salaire ommise dans

l'analyse, 'est-à-dire Tr(Pa). Puisque l'on reherhe un K optimal que l'on notera K∗
, on

étudie la variation de Tr(Pa) sous une variation δK de K.

δ(Tr(Pa)) = Tr
(
(−δKH)PbLT + LPb(−δKH)T + δKRKT +KRδKT

)

= Tr
(
(−LPbTHT − LPbHT +KRT +KR)(δK)T

)

= 2Tr
(
(−LPbHT +KR)(δK)T

)

(1.18)

On a utilisé le fait que Tr(A) = Tr(AT) et que les matries de ovariane Pb
et R sont

symétriques. À l'optimalité, on en déduit don que −(I −K∗H)PbHT +K∗R = 0, dont
on tire la solution

K∗ = PbHT(R+HPbHT)−1 . (1.19)
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L'estimation xa
et Pa

qui déoule de ette analyse s'appelle une estimation BLUE (Best

Linear Unbiased Estimator), puisqu'elle est : linéaire (hypothèse première : L et K

introduits), sans biais (première étape de la onstrution : L = I − KH) et optimale

(seonde étape de la onstrution).

1.3.3 Propriétés

Formule de Sherman-Morrison-Woodbury

La formula Eq.(1.19) est la forme sous laquelle on présente en général le gain optimal.

Pourtant, en s'y prenant autrement, on peut tout aussi justement aboutir à la formule

K∗ = (Pb−1
+HTR−1H)−1HTR−1 . (1.20)

L'identité des deux résultats (formule de Sherman-Morrison-Woodbury) tient à e que,

formellement,

PbHT(HPbHT +R)−1

=
(
Pb−1

+HTR−1H
)−1 (

Pb−1
+HTR−1H

)
PbHT(HPbHT +R)−1

=
(
Pb−1

+HTR−1H
)−1 (

HT +HTR−1HPbHT
)
(HPbHT +R)−1

=
(
Pb−1

+HTR−1H
)−1

HTR−1
(
R+HPbHT

)
(HPbHT +R)−1

=
(
Pb−1

+HTR−1H
)−1

HTR−1
(1.21)

La possibilité d'une telle alternative n'est pas sans onséquene. Dans la mesure où générale-

ment l'espae des observations est signi�ativement plus petit que elui des états, l'inversion

de la matrie Pb−1
+HTR−1H est numériquement nettement plus oûteuse que elle de la

matrie R+HPbHT
. Il est don en pratique avantageux de pouvoir se ramener à (1.19).

Erreur d'analyse optimale

Si l'on hoisit l'estimation assoiée au gain optimal, alors l'erreur ommise se réduit

simplement à

Pa = (I−K∗H)Pb . (1.22)

En e�et, on a

Pa = (I−KH)Pb(I−KH)T +KRKT

= (I−KH)Pb +
[
KR− (I−KH)PbHT

]
KT . (1.23)

Or l'expression entre rohet est nulle lorsque le gain est optimal (K = K∗
) et on obtient

le résultat voulu. On omprend don maintenant pourquoi K s'appelle matrie de gain.

L'opérateur I − K∗H mesure également la rédution du veteur innovation au ours du

proessus d'analyse y−Hxa = (I−HK∗)(y−Hxb) en le veteur dit de résidu d'analyse .

On peut obtenir deux expressions lassiques de Pa
en utilisant la formule de Pa

Eq.(1.22), ave les deux expressions du gain Eq.(1.19) et Eq.(1.20). En e�et on a d'une
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part

Pa = (I−K∗H)Pb

= (I−PbHT(R+HPbHT)−1H)Pb

= Pb −PbHT(R+HPbHT)−1HPb , (1.24)

et d'autre part

Pa = (I− (Pb−1
+HTR−1H)−1HTR−1H)Pb

= (Pb−1
+HTR−1H)−1

(
Pb−1

+HTR−1H−HTR−1H
)
Pb

= (Pb−1
+HTR−1H)−1 . (1.25)

Cette dernière formule établit essentiellement que les inverses des matries de ovariane

(matries de on�ane , ou de préision) sont additives :

Pa−1 = Pb−1
+HTR−1H . (1.26)

Il est possible de relier le gain K∗
diretement à Pa

. La formule très pratique suivante

joue e r�le :

K∗ = PaHTR−1 . (1.27)

On a en e�et

PaHTR−1 = (Pb−1
+HTR−1H)−1 HTR−1 = K∗ . (1.28)

L'innovation et le résidu d'analyse sont sans biais

Une des onséquenes de la linéarité de l'opérateur d'observation et de l'hypothèse de

biais nul sur l'erreur d'analyse ea est que le veteur résidu de l'analyse y −Hxa
est aussi

de biais nul. En e�et

y −Hxa = Hxt + eo −Hxa = −Hea + eo , (1.29)

d'où l'on tire immédiatement que E [y −Hxa] = 0. Sahant qu'on a supposé un biais nul

sur l'erreur d'ébauhe, il en est de même pour le veteur innovation

y −Hxb = Hxt + eo −Hxb = −Heb + eo , (1.30)

d'où l'on tire que E
[
y −Hxb

]
= 0.

Orthogonalité de l'estimation et de l'erreur d'analyse

On herhe à aluler la matrie de ovariane dans le as non-néessairement optimal

C = E
[
xa (ea)T

]
. (1.31)

On suppose que l'ébauhe satisfaisait :

E

[
xb
(
eb
)T]

= 0 . (1.32)
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C'est à dire qu'il y a déorrélation entre l'ébauhe et l'erreur assoiée.

On a vu que xa = xb +K
(
y −Hxb

)
= xb +K

(
−Heb + eo

)
. Alors :

C = E

[(
xb +K

(
−Heb + eo

))(
(I−KH) eb +Keo

)T]

= −KHE
[
eb(eb)T

]
(I−KH)T +KE

[
eo(eo)T

]
KT

= K
[
−HPb (I−KH)T +RKT

]
. (1.33)

Puis, si l'analyse est optimale, on a KR− (I−KH)PbHT = 0, et don C = 0. On a ainsi

dans e as orthogonalité de l'estimé xa
ave l'erreur d'analyse ea. Il y a même équivalene

entre optimalité et othogonalité ! Ainsi l'erreur de l'analyse optimale est déorrélée de

l'estimation issue de la même analyse.

1.4 Équivalene variationnelle

On se plae dans les onditions de BLUE, 'est-à-dire que H est un opérateur linéaire

et que les onditions du problème à résoudre sont identiques. On souhaite montrer que

le résultat BLUE peut-être obtenu par une approhe variationnelle (minimisation d'une

fontionnelle).

1.4.1 Équivalene ave BLUE

Alors on dé�nit la fontionnelle

J(x) =
1

2

(
x− xb,Pb−1

(x− xb)
)
+

1

2

(
y −Hx,R−1(y −Hx)

)
, (1.34)

qui est appelée fontion oût . (, ) désigne le produit salaire anonique de R
n
ou de R

p
:

(a, b) = aTb. Comme H est linéaire, J est une fontionnelle quadratique en x. Comme

Pb
et R sont dé�nies positives, ette fontionnelle est onvexe et possède don un unique

minimum. Quel est-il ?

δJ(x) =
1

2

(
δx,Pb−1

(x− xb)
)
+

1

2

(
x− xb,Pb−1

δx
)

+
1

2

(
−Hδx,R−1(y −Hx)

)
+

1

2
(y −Hx,−Hδx)

=
(
δx,Pb−1

(x− xb)−HTR−1(y −Hx)
)
. (1.35)

On a don omme ondition d'extremum Pb−1
(x∗ − xb) −HTR−1(y −Hx∗) = 0, e qui

se réérit

x∗ = xb + (Pb−1
+HTR−1H)−1HTR−1

︸ ︷︷ ︸
K∗

(y −Hxb) . (1.36)

Don x∗
est identi�é à l'analyse optimale xa

de BLUE. On notera qu'ii la formule de

Sherman-Morrison-Woodbury permet de faire le lien ave le résultat de BLUE.
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1.4.2 Propriétés de l'approhe variationnelle

Qualité de l'analyse et Hessien

Du alul (1.35), on tire le gradient de la fontionnelle

∇J(x) = Pb−1
(x− xb)−HTR−1(y −Hx) . (1.37)

Dans le as présent, omme la fontion oût est quadratique, il est très simple d'en déduire

le Hessien : Hess(x) = Pb−1
+HTR−1H. Or 'est une expression de l'inverse de la matrie

de ovariane d'analyse que l'on a déjà renontrée ! Don

Pa = Hess(x)−1 . (1.38)

C'est plus qu'une autre expression formelle pour Pa
. Elle permet de omprendre que la

qualité de l'analyse est proportionnelle à la onvexité de la fontion de oût J . Plus le

minimum est piqué, meilleure est l'analyse.

Extension non-linéaire

Outre l'élairage qu'elle apporte, la formulation variationnelle du problème présente

deux avantages importants. D'abord, elle permet une extension naturelle et immédiate

d'un problème linéaire à un problème non-linéaire, essentiellement lorsque H n'est plus

linéaire. Cei n'est pas possible ave BLUE sans linéarisation.

Avantage algorithmique

D'autre part elle présente un avantage algorithmique signi�atif. En e�et, sous BLUE,

on est ontraint de aluler l'inverse de la matrie R+HPbHT
qui apparaît dans le gain

K∗
. Ave la méthode variationnelle, on minimise la fontion de oût J , qui n'exige que de

aluler plusieurs fois le produit d'un veteur par les inverses de Pb
et R, e qui peut avoir

un oût algorithmique plus faible qu'une inversion de matrie lorsque le nombre d'itérations

est limité.

La formulation variationnelle du problème d'interpolation statistique se nomme 3D-

Var . Elle a été utilisée de façon opérationnelle dans les servies de prévisions météorologique

dans les années 90 en supplantant l'interpolation optimale de type BLUE. Il ne lui a été

que réemment préféré le 4D-Var , une généralisation du 3D-Var.

1.4.3 Cas où l'opérateur d'observation H est non-linéaire

Comme on vient de le mentionner, un avantage majeur de la méthode variationnelle

est de permettre de traiter le as où H est un opérateur non-linéaire. Voyons e que ela

modi�e dans l'analyse qui préède.

J(x) =
1

2

(
x− xb,Pb−1

(x− xb)
)
+

1

2

(
y−H[x],R−1(y −H[x])

)
, (1.39)

On introduit alors le linéaire tangent de H en x, noté logiquement H. Contrairement au

as linéaire préédent, H dépend maintenant du point d'observation. Le gradient de J est

très similaire

∇J(x) = Pb−1
(x− xb)−HTR−1(y −H[x])) . (1.40)
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La qualité de l'analyse se déduit toujours avantageusement de Pa = Hess(x)−1
. Cette

fois-i le Hessien dépend véritablement de x.

1.4.4 Formalisme dual

On se plae dans les as où l'opérateur d'observation est linéaire. La fontion oût de

départ est :

J(x) =
1

2

(
x− xb,Pb−1

(x− xb)
)
+

1

2

(
y −Hx,R−1(y −Hx)

)
. (1.41)

On peut introduire un veteur de multipliateurs de Lagrange w (dont la dimension est

elle de l'espae des observations) de façon à ontraintre l'équation d'observation :

L(x, ǫ,w) =
1

2

(
x− xb,Pb−1

(x− xb)
)
+

1

2

(
ǫ,R−1ǫ

)
+wT (y −Hx− ǫ) (1.42)

L'optimum (sur w) de ette dernière fontionnelle est équivalent à la fontion de oût

préédente. Mais on a de plus, d'après le théorème du minmax que le minimum de la

fontion de oût J(x) est égal au maximum de la fontionnelle, fontion de w, engendrée

par le minimum de L sur x et ǫ, noté G(w). Que vaut-il ? La ondition de minimum

(gradient nul) de L implique les équations

x = xb +PbHTw ǫ = Rw . (1.43)

Ce qui onduit à la fontion de oût duale

G(w) =
1

2

(
w,
(
R+HPbHT

)
w
)
−
(
w,y −Hxb

)
, (1.44)

qui est l'opposé de L. L'avantage majeur de ette approhe est que l'optimisation de

la nouvelle fontionnelle s'e�etue dans l'espae des observations R
p
. Or elui-i est très

souvent réputé de taille nettement plus petite que elui des états R
n
. Ce formalisme porte

le nom de PSAS pour Physial Statistial spae Assimilation System .

1.5 Un exemple minimaliste

Imaginons que l'on vienne de faire naufrage en mer à quelques kilomètres de la �te,

et qu'avant d'embarquer dans un anot de sauvetage on ait eu le temps de relever les

oordonnées de sa position de façon très préise (u, v) = (0, vb), en prenant l'axe Ox

parallèle à la �te et l'axe Oy qui lui est perpendiulaire. Une heure plus tard, on souhaite

évaluer sa position. Pour ela, on estime la distane au rivage v0 au jugé ave une variane

σ2
0. De plus, on veut utiliser le fait que l'on onnaissait la position du anot il y a une heure

de ela. Entre temps, et en l'absene de ourant, le anot a dérivé et la probabilité qu'il se

trouve à la position (ub, vb) suit une loi normale de variane σ2
b qui dépend linéairement du

temps éoulé depuis le naufrage. On suppose naturellement qu'il n'y a auune orrélation

entre le proessus d'observation et elui de la dérive.
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v
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t=0

t=1h

v
0
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b

Figure 1.3 � La géométrie du problème du naufragé.

1.5.1 Équation d'observation et matries de ovariane d'erreur

Le veteur d'état est elui des oordonnées de la barque x = (u, v)T. Si l'équation de la

mesure est y = Hx+ ε, alors la fontion de mesure est H = (0, 1), le veteur observation
est (v0), et l'erreur ε suit une loi normale de variane σ2

0. La matrie de ovariane d'erreur

sur l'observation est R = (σ2
0), alors que la matrie de ovariane de l'ébauhe est

Pb =

(
σ2
b 0
0 σ2

b

)
. (1.45)

1.5.2 Analyse optimale

L'analyse linéaire est de la forme xa = xb +K(y −Hxb) qui se traduit ii par

(
ua
va

)
=

(
0
vb

)
+K

(
vo − (0, 1)

(
0
vb

))
=

(
0

vb +K(vo − vb)

)
. (1.46)

Calulons alors le gain optimal K∗
. Pour ela, on utilise la forme adéquate de l'expression

de K lorsque le nombre d'observation est inférieur à elui des variables d'états.

K∗ = σ2
b

(
0
1

)(
σ2
o + (0, 1)σ2

b

(
0
1

))−1

=
σ2
b

σ2
o + σ2

b

(
0
1

)
. (1.47)

On en déduit que (
ua
va

)
=

(
0

vb +
σ2

b

σ2
o+σ2

b

(vo − vb)

)
. (1.48)

L'observation n'ayant apporté auune information sur la oordonnée de Ox, on en reste à

la oordonnée du point de naufrage ua = 0. Plus le temps passe, plus σb grandit. va tend

alors vers vo, qui reste dans ette limite la seule information à laquelle on puisse aorder

du rédit.
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1.5.3 Erreur ommise

On déduit de Pa = (I−K∗H)Pb
que

Pa =




σ2
b 0

0
σ2
oσ

2
b

σ2
o + σ2

b


 . (1.49)

On onstate que, omme attendu, l'analyse ne fait rien gagner sur la onnaissane de la

oordonnée parallèle au rivage u et son inertitude est elle liée à la dérive, don propor-

tionnelle au temps. Alors que l'inertitude sur la oordonnée v est réduite par un fateur√
σ2
o

σ2
o+σ2

b

. Plus l'observation est �ne, plus est réduite l'erreur. Si l'on note σ2
a l'erreur sur la

oordonnée v après analyse, alors on a

1

σ2
a

=
1

σ2
o

+
1

σ2
b

. (1.50)

L'interprétation de la formule (1.25) est don : la on�ane (ou préision) sur l'-

analyse est la somme de la on�ane sur l'observation et de la on�ane sur

l'ébauhe .

La fontion de oût du problème variationnel qui est équivalente à ette analyse BLUE

est

J(u, v) =
1

2σ2
b

(
u2 + v2

)
+

1

2σ2
o

(vo − v)2 . (1.51)

La fontionnelle onstruite dans le formalisme PSAS est

G(y) =
1

2
(σ2

o + σ2
b )w

2 − w(v0 − vb) , (1.52)

dont il est très faile d'obtenir la solution

w∗ =
vo − vb
σ2
o + σ2

b

. (1.53)
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Chapitre 2

Interpolation séquentielle :

Le �ltre de Kalman

Jusqu'à présent il ne s'est agit que d'e�etuer une unique analyse d'un problème d'esti-

mation ompte tenu d'un ensemble d'informations omprenant une ébauhe et un ensemble

d'observations. Il n'y avait don pas, a priori, de dimension temporelle à e problème d'es-

timation.

Or, en météorologie par exemple, on souhaite non seulement réaliser une analyse en

temps réel, mais on souhaite aussi en e�etuer une suession, au fur et à mesure de

l'évolution des onditions météorologiques. La réeption des observations météo, ainsi que

les analyses suessives destinées à faire des prévisions s'insrivent dans le temps. Pour

modéliser ela, on dé�nit une série de dates t0, t1, ..tk, ..tn marquant es événements (dans

les entres de prévision météo européens, on a atuellement tk+1 − tk = 6 heures).

Outre le temps, l'interpolation séquentielle inorpore en général un ingrédient supplé-

mentaire omparée à l'interpolation statistique. Il s'agit du modèle d'évolution de l'état du

système entre les instants tk et tk+1. En météorologie, il s'agit du modèle numérique qui

simule les équations physiques d'évolution des variables d'états de l'atmosphère (implé-

mentation numérique des équations primitives). En transport réatif d'espèes himiques,

il s'agit d'un ode de himie-transport, appelé génériquement CTM (Chemistry Transport

Model).

Le shéma d'assimilation typique est le suivant : à l'instant tk, on dispose du résultat

d'une prévision notée xf

k, l'indie f faisant référene à �foreast�. xf

k est don l'analogue

de l'ébauhe xb
de l'interpolation statistique. À la date tk, on obtient le résultat d'un

ensemble d'observations regroupées dans yk. Compte tenu de xf

k et des observations yk,

on proède à une analyse qui produit xa

k. On a alors reours au modèle d'évolution pour

établir une prédition sur l'état du système xk+1 à l'instant tk+1 (on abandonne l'indie

t rappelant truth utilisé dans le hapitre 1). Le résultat de la prévision est noté xf

k+1 et

onstitue l'ébauhe qui sera utilisée à l'étape suivante (voir Fig. 2.1). Et ainsi de suite...
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k+2 k+3k+1k

x

x

x x

y

yk

k+1

k+1

k+1 k+2
f

fa

ax
k+2

k+3

k+2
y

a

x
k+3
f

x
k+3
a

Figure 2.1 � Le proessus séquentiel d'assimilation du �ltre de Kalman.

2.1 Modélisation stohastique du système

Le shéma dérit préédemment se représente à l'aide du système d'équations stohas-

tiques suivant : {
xk+1 = Mk+1(xk) +wk ,

yk = Hk(xk) + vk .
(2.1)

xk désigne l'état vrai du système à l'instant tk. Le système se déompose en :

� une première équation qui dérit l'étape de prévision. Mk+1 est la matrie de trans-

fert (dite aussi de transition) qui simule l'évolution du système de l'instant tk à

l'instant tk+1. Cette opérateur peut dépendre du temps (proessus non-autonome),

d'où l'indie k. wk est l'erreur ommise dans la modélisation par Mk des proessus

physiques. On suppose que e bruit est non-biaisé, déorrélé dans le temps (bruit

blan) et de matrie de ovariane Qk à haque instant tk, soit

E[wk] = 0 et E[wk w
T
l ] = Qkδkl . (2.2)

� une seonde équation qui orrespond à une équation d'observation similaire à elles

déjà renontrées. Hk est l'opérateur d'observation à l'instant tk. vk est l'erreur d'ob-

servation, non-biaisée, déorrélée dans le temps (bruit blan) et de matrie de ovari-

ane Rk à haque instant tk, soit

E[vk] = 0 et E
[
vk v

T
l

]
= Rkδkl . (2.3)

Il n'y naturellement auune orrélation entre l'erreur modèle et l'erreur d'observation si

bien que

E
[
vk w

T
l

]
= 0 . (2.4)

On se plae désormais dans le adre de la linéarité de tous les opérateurs en jeu (Mk et

Hk sont don notés Mk et Hk). Le bien-fondé de ette hypothèse sera disuté plus loin.
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2.1.1 Étape de l'analyse

On dispose don au temps tk, d'une prédition xf

k supposée sans biais, qui s'apparente

à notre ébauhe. On suppose onnue la matrie de ovariane d'erreur Pf

k assoiée à xf

k. On

dispose également des observations yk (non biaisées) de matrie de ovariane Rk, elle aussi

onnue. L'analyse qui en déoule est alors semblable à elle de l'interpolation statistique. De

plus, si l'estimateur assoié à ette analyse orrespond à une variane de l'erreur ommise

minimum, alors 'est une analyse en tout point semblable à une interpolation optimale.

Compte tenu des hypothèses de linéarité et de biais nul, e doit être une analyse BLUE.

On utilise don les résultats déjà obtenus dans le hapitre 1.

L'analyse xa

k est de la forme

xa

k = xf

k +Kk

(
yk −Hkx

f

k

)
, (2.5)

e qui lui assure automatiquement d'être non-biaisée, puisque les erreurs assoiées à yk

et xf

k ne le sont pas. Sahant qu'on en déduit eak = (I−KkHk) e
f

k +Kkvk, la matrie de

ovariane de l'erreur ommise est alors

Pa

k = (I−KkHk)P
f

k (I−KkHk)
T +KkRkK

T
k . (2.6)

De plus, si l'analyse est optimale, alors la matrie de gain optimal K∗
k à l'instant tk véri�e

− (I−K∗
k Hk)P

f

k H
T
k +K∗

kR = 0 (2.7)

et s'érit don

K∗
k = Pf

kH
T
k

(
HkP

f

kH
T
k +Rk

)−1
, (2.8)

et dans e as, on a

Pa

k = (I−K∗
kHk)P

f

k . (2.9)

Dans e adre séquentiel, le gain est appelé gain de Kalman .

2.1.2 Étape de la prévision

À e stade, on a orrigé notre onnaissane a priori de l'état du système à l'aide des

observations. On souhaite maintenant établir une prédition sur l'état ultérieur du système

(au temps tk+1), au moyen de notre onnaissane (souvent imparfaite) des lois qui régissent

l'évolution du système entre les temps tk et tk+1. Par dé�nition, l'estimateur assoié est

xf

k+1 = Mk+1 x
a

k . (2.10)

La linéarité de Mk assure que l'estimateur est sans biais. L'erreur assoiée est

efk+1 = xf

k+1 − xk+1

= Mk+1 (x
a

k − xk)− (xk+1 −Mk+1xk)

= Mk+1e
a

k −wk . (2.11)

On en déduit la matrie de ovariane traduisant l'erreur assoiée à la prédition

Pf

k+1 = E
[
efk+1

(
efk+1

)T]

= E
[
(Mk+1e

a

k −wk) (Mk+1e
a

k −wk)
T
]

= Mk+1E
[
(eak) (e

a

k)
T
]
MT

k+1 + E
[
(wk) (wk)

T
]

= Mk+1P
a

kM
T
k+1 +Qk . (2.12)
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à la di�érene de l'étape d'analyse où les on�anes s'ajoutent, les erreurs (sous la forme

des varianes) s'ajoutent dans l'étape de prédition.

2.2 Résumé, étude de as limites et exemple

Filtre de Kalman linéaire

1. Initialisation

� État du système xf

0 et ovariane d'erreur Pf

0.

2. Pour tk = 1, 2, · · ·
(a) Analyse

� Calul du gain K∗
k = Pf

kH
T
k

(
HkP

f

kH
T
k +Rk

)−1

� Calul de l'estimé de l'analyse

xa

k = xf

k +K∗
k

(
yk −Hkx

f

k

)

� Calul de la matrie de ovariane

Pa

k = (I−K∗
kHk)P

f

k

(b) Prévision

� Calul de l'estimé de prévision xf

k+1 = Mk+1 x
a

k

� Calul de la matrie de ovariane

Pf

k+1 = Mk+1P
a

kM
T
k+1 +Qk

2.2.1 Pas d'observation

Dans le as où il n'y a pas d'observation disponible à assimiler, le �ltre de Kalman se

réduit à l'étape de prévision :

xf

k+1 = Mk+1x
f

k

Pf

k+1 = Mk+1P
f

kM
T
k+1 +Qk . (2.13)

Si la dynamique est neutre ou instable (et on onçoit bien qu'il s'agisse des as les plus

importants), l'erreur ne peut que roître indé�niment. Seule l'injetion de données d'ob-

servation peut permettre de réduire l'erreur.

2.2.2 Observations parfaites

Supposons que l'on ait une très grande on�ane dans les observations, au point de

onsidérer que Rk = 0. Supposons de plus qu'il y ait autant d'observations que de variables
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d'états et qu'elles ne sont pas redondantes. Autrement dit, Hk est inversible. Alors

K∗
k = Pf

kH
T
k

(
HkP

f

kH
T
k +Rk

)−1

= Pf

kH
T
k

(
HT

k

)−1 (
Pf

k

)−1
(Hk)

−1

= (Hk)
−1 . (2.14)

Il en résulte que Pa

k = (I−K∗
kHk)P

f

k = 0. Alors xf

k = Mk+1x
a

k = Mk+1yk. Quant à

l'étape de prévision, on a Pf

k+1 = Mk+1P
a

kM
T
k+1+Qk = Qk. L'erreur ommise ne dépend

don bien que de l'erreur modèle, et l'observation su�t à assurer une parfaite onnaissane

du système.

2.2.3 Un exemple très simple

On revient sur l'exemple du naufragé maritime. Toutes les heures, il évalue la distane

qui le sépare de la �te et répète son analyse. La distane au rivage mesurée au temps tk, k
heures après le naufrage survenue à la date t0, est notée yk. Cette évaluation est supposée

sans biais. La variane est omme préédemment notée σ2
o et elle est supposée stationnaire.

Les oordonnées réelles du anot sont (uk, vk), les oordonnées issues de l'analyse sont

notées (ua

k, v
a

k), et les oordonnées issues de la prévision sont notées (uf

k, v
f

k). Au départ (à

t0), on a (ua

0, v
a

0) = (0, 0), par onvention. Entre un temps tk et tk+1, on sait seulement que

le anot a dérivé sans toutefois savoir dans quelle diretion. Notre modèle onsiste don

seulement à supposer la di�usion de la position du anot autour du point d'origine. Dans

notre exemple, on a don Mk+1 = I, la matrie identité. Dans e ontexte, l'erreur modèle

est par onséquent importante et s'érit

Qk =

(
σ2
m 0
0 σ2

m

)
, (2.15)

où σm est une mesure de l'inertitude sur l'ampleur de la dérive de l'embaration entre les

instante tk et tk+1.

On suppose en�n que les matries de ovariane de l'analyse et de la prévision peuvent

se mettre sous la forme

Pa

k =

(
λk 0
0 µk

)
Pf

k =

(
νk 0
0 ρk

)
, (2.16)

ar il n'y a priori auune orrélation induites entre les deux oordonnées de la position du

anot. On pourra onstater a posteriori que ette hypothèse est juste.

Analyse

Raisonnons à partir de l'instant tk. On a pour veteur résultant de la prévision préé-

dente (uf

k, v
f

k)
T
. Le naufragé e�etue alors la mesure vok. Il e�etue une analyse optimale à

partir de es données. Le gain de Kalman se déduit du formulaire qui préède

K∗
k =

(
νk 0
0 ρk

)(
0
1

)(
σ2
o + (0, 1)

(
νk 0
0 ρk

)(
0
1

))−1

=
ρk

σ2
o + ρk

(
0
1

)
. (2.17)
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On en déduit l'estimation des oordonnées de la position du anot

(
ua

k

vak

)
=

(
uf

k

vfk

)
+K∗

k

(
yk − (0, 1)

(
uf

k

vfk

))

=

(
uf

k

vfk

)
+K∗

k

(
yk − vfk

)

=

(
uf

k

vfk +
ρk

σ2
o+ρk

(
yk − vfk

)
)

(2.18)

On déduit ensuite de Pa

k = (I−K∗
kHk)P

f

k que

λk = νk et
1

µk
=

1

σ2
o

+
1

ρk
. (2.19)

Prévision

On passe maintenant à l'étape de prévision. Le modèle laisse alors inhangé l'estimateur

de la position (
uf

k+1

vfk+1

)
=

(
ua

k

vak

)
. (2.20)

La matrie de ovariane d'erreur de prévision s'obtient omme Pf

k+1 = Pa

k + σ2
m I, e qui

s'expliite en

νk+1 = λk + σ2
m , ρk+1 = µk + σ2

m . (2.21)

Il résulte don de la suession de l'analyse et de la prévision que

uf

k+1 = uf

k , vfk+1 = vfk +
ρk

σ2
o + ρk

(
yk − vfk

)
, (2.22)

et

νk+1 = νk + σ2
m ,

1

ρk+1 − σ2
m

=
1

σ2
o

+
1

ρk
. (2.23)

Comme uf

0 = 0, il est lair que uf

k = 0 ultérieurement : faute de mesure, on n'apprend rien

de plus sur la oordonnée parallèle à la �te. Cependant, l'inertitude roit linéairement

ave le temps puisque

νk = k σ2
m . (2.24)

De l'équation sur l'inertitude de la oordonnée v (2.23), on tire que ρk ≥ σ2
m. On peut

herher un point �xe ρ∗ de l'équation de réurrene satisfaisant ette ontrainte. Il est

solution de

ρ2∗ − σ2
mρ∗ − σ2

oσ
2
m = 0 , (2.25)

e qui onduit à

ρ∗ =
σ2
m

2

(
1 +

√
1 + 4

σ2
o

σ2
m

)
, (2.26)

C'est don le résultat asymptotique d'un ompromis entre la rédution de l'inertitude par

l'assimilation des observations et l'aroissement de ette même inertitude due à la dérive

non-ontr�lée de l'embaration. On véri�e aisément que ρ∗ ≥ σ2
m.

Introdution aux méthodes de l'assimilation de données
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2.2.4 Deuxième exemple : assimilation d'un osillateur

On dé�nit le modèle disret diret suivant :

x0 = 0 , x1 = 1 et pour 1 ≤ k ≤ N xk+1 − 2xk + xk−1 = −ω2 xk . (2.27)

Il s'agit bien sûr d'un shéma numérique de l'équation de l'osillateur harmonique unidi-

mensionnel ẍ+ Ω2 x = 0. C'est une équation disrète du seond ordre. Un veteur d'état

omprend don deux positions

uk =

(
xk
xk−1

)
(2.28)

La matrie de transition est

Mk =

(
2− ω2 −1

1 0

)
. (2.29)

L'opérateur d'observation est Hk = (1, 0). Le système d'observation est alors

yk = Hk uk + ξk , (2.30)

ave un bruit ξk blan et gaussien, de variane g supposée onnue. On ne dispose pas

néessairement d'observations pour tous les temps tk.
On met en ÷uvre sur et exemple le �ltre de Kalman linéaire. On donne sur la �gure

Fig. 2.2 l'exemple d'une assimilation orrespondant à un jeu d'observations.

Figure 2.2 � La ourbe tiretée représente l'évolution du modèle diret. En sus des ondi-

tions initiales retenues dans le texte, on a hoisi N = 1000 unités de temps, ω = 0.02 s−1
.

Les points représentent les observations, de variane d'erreur g = 7. Les observations sont
aquises tous les ∆ = 50 unités de temps. La ourbe pleine représente la prévision de Hk u

f

k

donnée par le �ltre de Kalman linéaire.
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2.3 Le �ltre de Kalman étendu

Jusqu'à présent, on a supposé que l'hypothèse de linéarité était valide. Or il se peut

que

� la fontion d'observation Hk soit non-linéaire. C'est parfois le as lorsque des données

satellitaires sont assimilées. L'opérateur d'observation qui relie des données optiques

(radianes) aux variables d'état du système peut faire intervenir un modèle de trans-

fert radiatif. Lorsque la di�usion est prise en ompte, e modèle peut être fortement

non-linéaire.

� le modèle Mk soit non-linéaire. C'est le as des équations primitives (atmosphère

et oéan), qui donnent notamment naissane au haos. C'est aussi le as en himie

atmosphérique dès que les réations himiques sont du deuxième ordre. On est don

très souvent dans e as !

Pour autant, omme on va le voir, ela n'implique pas d'abandonner le �ltre de Kalman,

mais davantage de l'adapter.

2.3.1 Linéarisations de la prévision et de l'analyse

L'estimé de prédition est naturellement donné par

xf

k+1 = Mk+1[x
a

k] . (2.31)

On montrera dans le hapitre 4 que et estimateur n'est préis qu'au premier ordre des

perturbations (dans un sens à préiser) et qu'il peut être amélioré.

Pour déterminer la matrie de ovariane d'erreur de prédition, on va utiliser le fait

que l'on espère xa

k su�samment prohe de xk. On notera Mk la matrie linéaire tangente

à Mk en xk. Reprenons d'abord le raisonnement mené pour l'étape de prévision. On a

efk+1 = xf

k+1 − xk+1 = Mk+1[x
a

k]− xk+1

= Mk+1

[
xk + (xa

k − xk)
]
− xk+1

≃ Mk+1[xk] +Mk+1(x
a

k − xk)− xk+1

≃ Mk+1e
a

k −wk . (2.32)

Il en résulte que

Pf

k+1 = Mk+1P
a

kM
T
k+1 +Qk . (2.33)

L'estimateur de l'étape d'analyse reste donné par une analyse de la forme

xa

k = xf

k +Kk

(
yk −Hk[x

f

k]
)
. (2.34)

On en déduit que

eak = xa

k − xk = xf

k − xk +Kk

(
yk −Hk[xk] +Hk[xk]−Hk[x

f

k]
)

= xf

k − xk +Kk

(
yk −Hk[xk] +Hk[xk]−Hk[x

f

k − xk + xk]
)

≃ efk +Kk

(
eok −Hk e

f

k

)
. (2.35)

Et de là

Pa

k = (I−KkHk)P
f

k (I−KkHk)
T +KkRkK

T
k . (2.36)
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Le gain de Kalman est alors :

K∗
k = Pf

kH
T
k

(
HkP

f

kH
T
k +Rk

)−1
, (2.37)

et dans e as, on a

Pa

k = (I−K∗
kHk)P

f

k . (2.38)

L'estimateur optimal est don

xa

k = xf

k +K∗
k

(
yk −Hk[x

f

k]
)
. (2.39)

On notera que le linéaire tangent de Hk intervient dans K∗
k , mais pas dans le veteur

innovation yk −Hk[x
f

k].

2.3.2 Résumé

Filtre de Kalman étendu

1. Initialisation

� État du système xf

0 et ovariane d'erreur Pf

0.

2. Pour tk = 1, 2, · · ·
(a) Analyse

� Calul du gain K∗
k = Pf

k (Hk)
T
(
HkP

f

k (Hk)
T +Rk

)−1

� Calul de l'estimé de l'analyse

xa

k = xf

k +K∗
k

(
yk −Hk[x

f

k]
)

� Calul de la matrie de ovariane

Pa

k = (I−K∗
kHk)P

f

k

(b) Prévision

� Calul de l'estimé de prévision xf

k+1 = Mk+1[x
a

k]
� Calul de la matrie de ovariane

Pf

k+1 = Mk+1P
a

kM
T
k+1 +Qk

2.3.3 Assimilation des observations sur un osillateur non-linéaire

On dé�nit le modèle disret diret suivant :

x0 = 0 , x1 = 1 et pour 1 ≤ k ≤ N xk+1 − 2xk + xk−1 = ω2 xk − λ2 x3k . (2.40)

Il s'agit bien sûr d'un shéma numérique de l'équation de l'osillateur anharmonique unidi-

mensionnel ẍ−Ω2 x+Λ2 x3 = 0. Le potentiel assoié est −1
2Ω

2x2+ 1
4Λ

2x4. Le seond terme

stabilise l'osillateur et joue omme fore de rappel, alors que le premier terme destabilise
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le point x = 0, réant deux puits de potentiel. C'est une équation disrète du seond ordre.

Un veteur d'état omprend don deux positions

uk =

(
xk
xk−1

)
(2.41)

La matrie de transition est

Mk =

(
2 + ω2 − λ2x2k −1

1 0

)
. (2.42)

L'opérateur d'observation est Hk = (1, 0). Le système d'observation est alors

yk = Hk uk + ξk , (2.43)

ave un bruit ξk blan et gaussien, de variane g supposée onnue. On ne dispose pas

néessairement d'observation pour tous les temps tk.
On met en ÷uvre sur et exemple le �ltre de Kalman étendu. On donne sur la �gure

Fig.2.3 l'exemple d'une assimilation orrespondant à un jeu d'observations.

Figure 2.3 � La ourbe tiretée représente l'évolution du modèle diret. En sus des ondi-

tions initiales retenues dans le texte, on a hoisi N = 1000 unités de temps, ω = 0.035 s−1
,

et λ = 0.003 s−1
. Les points représentent les observations, de variane d'erreur g = 7. Les

observations sont aquise tous les ∆ = 25 unités de temps. La ourbe pleine représente la

prévision de Hk u
f
k donnée par le �ltre de Kalman linéaire.
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2.4 Compléments :

2.4.1 Théorème d'indépendane des innovations

De même que pour l'interpolation non-séquentielle, on peut montrer que les veteurs

innovations (que l'on note dk = yk −Hkx
f

k) ont un biais nul (sont d'espérane nulle).

dk = yk −Hkx
f

k

= Hkxk −Hkx
f

k + vk

= Hke
f

k + vk (2.44)

D'où l'on tire que E(dk) = 0 puisque efk et vk sont sans biais. Cette propriété déoule don

de l'hypothèse d'absene de biais des soures d'erreur.

On va maintenant montrer que dans le as d'un �ltrage optimal, la suite des veteurs

innovations est blanhe (deux éléments distints de la suite sont statistiquement indépen-

dants). C'est un résultat bien plus fort que le résultat préédent puisqu'il requiert l'opti-

malité.

On suppose don que l'analyse n'est pas néessairement optimale et on herhe à al-

uler la fontion Ck , l = E
(
dkd

T
l

)
, qui est la matrie de ovariane des veteurs innovations

puisque leur espérane est nulle. On a don

Ck , l = E
[(
yk −Hkx

f

k

) (
yl −Hlx

f

l

)T]
= E

[(
vk −Hke

f

k

) (
vl −Hle

f

l

)T]

= E
[
vkv

T
l

]
+HkE

[
efk
(
efl
)T]

HT
l −HkE

[
efkv

T
l

]
− E

[
vk

(
efl
)T]

HT
l (2.45)

Dans le as où l = k, alors on a immédiatement

Ck , k = Rk +HkP
f

kH
T
k . (2.46)

On onsidère maintenant le as k − 1 ≥ l ≥ 0. Par respet de la ausalité et pare que la

suite des erreurs d'observation est blanhe, il reste

Ck , l = HkE
[
efk
(
efl
)T]

HT
l −HkE

[
efkv

T
l

]
. (2.47)

Il s'agit don de aluler ette matrie de ovariane. efk est a priori statistiquement lié à

efl. On herhe don à donner de efk la dépendane expliite en efl. Pour ela, on utilise les

relations déjà obtenues :

efk = Mke
a

k−1 −wk−1 et eak−1 = (I−Kk−1Hk−1) e
f

k−1 +Kk−1vk−1 . (2.48)

D'où l'on tire que

efk = Mk (I−Kk−1Hk−1) e
f

k−1 +MkKk−1vk−1 −wk−1 , (2.49)

e qui permet d'amorer une réurrene desendant jusqu'à l. Il est ommode de noter

Γk,k−1 = Mk (I−Kk−1Hk−1) et plus généralement

Γk , l = Mk (I−Kk−1Hk−1)Mk−1 (I−Kk−2Hk−2)× · · · ×Ml+1 (I−KlHl) , (2.50)
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pour k − 1 ≤ l ≤ 0 et Γk , k = I sinon. On en déduit par indution que

efk = Γk , l e
f

l +

j=k−1∑

j=l

Γk , j+1 (Mj+1Kjvj −wj) . (2.51)

On a alors en tenant ompte de la ausalité

Ck , l = HkE
[
Γk , l e

f

l

(
efl
)T]

HT
l −HkE

[
Γk , l+1Ml+1 Kl vl v

T
l

]

= Hk Γk , l P
f

l H
T
l −Hk Γk , l+1Ml+1 Kl Rl

= Hk Γk , l+1

(
Γl+1 , lP

f

l H
T
l −Ml Kl Rl

)

= Hk Γk , l+1 Ml+1

(
(I−KlHl)P

f

l H
T
l −Kl Rl

)
. (2.52)

Or on sait qu'ave un �ltre optimal on a − (I−K∗H)PfHT +K∗R = 0, don

Ck , l = Hk Γk , l+1Ml+1

(
(I−KlHl)P

f

l H
T
l −Kl Rl − (I−K∗

lHl)P
f

lH
T
l +K∗

lRl

)
,

(2.53)

et en simpli�ant

Ck , l = Hk Γk , l+1 Ml+1 (K∗
l −Kl)

(
HlP

f

lH
T
l +Rl

)
. (2.54)

Par onséquent, dans le as où l'analyse est omplètement optimale

∀ k , l Ck , l =
(
Rk +HkP

f

kH
T
k

)
δk , l . (2.55)

Cette propriété proure un moyen pertinent et pratique de tester l'optimalité d'un �ltre

de Kalman, en partiulier de véri�er l'absene de biais.

2.4.2 Orthogonalité entre l'estimé de l'analyse et l'erreur d'analyse

De façon très similaire à la propriété de l'interpolation optimale mise en évidene dans la

setion (1.3.3), on herhe à aluler la matrie de ovariane dans le as non-néessairement

optimal

Ck = E
[
xa

k (e
a

k)
T
]
. (2.56)

On va proéder par indution sur le temps tk, k = 1, · · · , n. xf

1 et e
f

1 onstituent l'ébauhe

et son erreur. Le alul de C0 est don rigoureusement identique à elui e�etué dans la

setion(1.3.3) dans le adre de l'interpolation optimale. À savoir

C0 = 0 , (2.57)

à la ondition que la propriété soit véri�ée pour la toute première ébauhe, soit :

E

[
x
f
0

(
e
f
0

)T]
= 0 . (2.58)
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Supposons maintenant que la propriété est satisfaite au temps tk−1 : Ck−1 = 0. Alors on a

Ck = E
[
xa

k (e
a

k)
T
]
= E

[(
xf

k +Kk

(
−Hke

f

k + vk

)) (
(I−KkHk) e

f

k +Kkvk

)T]

= E
[(
Mkx

a

k−1

) (
(I−KkHk) e

f

k +Kkvk

)T]

+E

[(
Kk

(
−Hke

f

k + vk

)) (
(I−KkHk) e

f
k +Kkvk

)T]

= MkE
[
xa

k−1

(
Mke

a

k−1 −wk−1

)T]
(I−KkHk)

T +MkE
[
xa

k−1v
T
k

]
KT

k

+Kk

[
−HkP

f

k (I−KkHk)
T +RkK

T
k

]

= MkE
[
xa

k−1

(
eak−1

)T]
MT

k (I−KkHk)
T −MkE

[
xa

k−1w
T
k

]
(I−KkHk)

T

+Kk

[
−HkP

f

k (I−KkHk)
T +RkK

T
k

]

= Mk Ck−1M
T
k (I−KkHk)

T +Kk

[
−HkP

f

k (I−KkHk)
T +RkK

T
k

]
. (2.59)

Alors ompte tenu de l'hypothèse de réurrene Ck−1 = 0 et si l'analyse au temps tk est

optimale Kk = K∗
k, on a Ck = 0. Ce qui omplète la preuve de la propriété annonée.

2.4.3 Propagation de l'erreur d'analyse

On montre que l'on a :

Pf

k = Γk , l P
f

l (Ml , k )
T

(2.60)
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Chapitre 3

Formalisme variationnel généralisé :

le 4D-Var

On a vu dans le hapitre préédent que l'interpolation optimale pouvait se généraliser

à une interpolation séquentielle lorsque

� le système à assimiler possède une dimension temporelle.

� et lorsque son évolution temporelle est dérite par un modèle (parfait ou non, déter-

ministe ou bruité).

On aboutit alors au formalisme du �ltre de Kalman. D'autre part, dans le hapitre 1 on

a fait orrespondre à la tehnique de l'interpolation optimale une approhe variationnelle

(le 3D-Var), qui possède l'intérêt

� d'o�rir une alternative e�ae en temps de alul dans la résolution numérique du

problème.

� de permettre une généralisation naturelle à des problèmes non-linéaires.

Sous ertaines onditions, on peut faire de même ave le �ltre de Kalman tel que vu dans

le hapitre 2 en lui assoiant un formalisme variationnel appelé 4D-Var .

BLUE 3D−Var

4D−VarKalmanEnKF 4D−Var

3D−Var

temps

generalisations non−lineaires

Kalman etendu

Figure 3.1 � Les prinipaux shémas d'assimilation de données et leur relation. Le �ltre

EnKF n'a pas été étudié à e stade, et le 4D-Var est l'objet de e hapitre.
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Une orrespondane rigoureuse entre le 4D-Var et le �ltre de Kalman ne s'envisage

que lorsque la fontion d'observation H et la dynamique M sont linéaires. Elles peuvent

néanmoins dépendre du temps (e que rappellent les notations Hk et Mk). C'est e qu'on

suppose don dans ette setion. De plus, on va également supposer dans la majeure partie

de e hapitre que le modèle diret rend ompte totalement de l'évolution déterministe du

système, 'est-à-dire qu'on suppose l'erreur modèle nulle. On dit que le modèle diret est

parfait (on envisagera ultérieurement le as où ette restrition est levée). On dit alors

que le problème variationnel est sous ontrainte forte .

k+2 k+3k+1k

x

y

yk

k+1

k+3

k+2
y

a

x
k+3
a

Figure 3.2 � L'assimilation 4D-Var omparée à l'assimilation du �ltre de Kalman.

3.1 Fontion de oût et alul de son gradient

On suppose dans e hapitre que l'état du système est donné par les K + 1 veteurs

xk pour haun des K + 1 instants t0, t1, · · · tK . Chaun de es veteurs appartient à R
n
.

On suppose de plus qu'à haun de es instants arrivent des données paramétrisées par

yk ∈ R
p
. Formellement, la généralisation temporelle de la fontionnelle 3D-Var (1.34) est

J(x) =
1

2

(
x0 − xb

0, (P
b
0)

−1(x0 − xb
0)
)
+

1

2

K∑

k=0

(
yk −Hkxk,R

−1
k (yk −Hkxk)

)
. (3.1)

Cette fontionnelle est dé�nie sous la ontrainte que les veteurs d'état xk (dont est fontion

J) orrespondent à une évolution admissible du système, 'est-à-dire que

∀ k ≥ 0 , xk+1 = Mk+1(xk) . (3.2)

On suppose pour le moment que Mk = Mk est linéaire. La donnée d'une ébauhe omplète

(pour tout tk) {xb
k} est beauoup plus rare dans le adre du 4D-Var. Cependant, il est

fréquent qu'une ébauhe de l'état initial soit donnée, d'espérane xb
0 et de matrie de

ovariane Pb
0.

Introdution aux méthodes de l'assimilation de données



3.1 Fontion de oût et alul de son gradient 45

Un moyen d'inlure diretement la ontrainte de modèle dans le lagrangien est de

reourir à des multipliateurs de Lagrange {Λk}. La fontionnelle prend alors la forme

L(x,Λ) = J(x) +

K−1∑

k=0

ΛT
k (xk+1 −Mk+1 xk) . (3.3)

C'est un proédé ommode dans le adre de la version ontinue du formalisme variationnel

(pas de temps tk+1 − tk −→ 0), mais sans intérêt déterminant dans le as disret, où

un raisonnement diret (sans utiliser Λk) est tout aussi e�ae. En e�et, dans la version

disrète, la variable d'état à l'instant tk, xk est donnée, en fontion de la valeur initiale x0

de la variable, omme le produit des matries de transition appliqué à l'état initial

xk+1 = Mk+1Mk...M1 x0 . (3.4)

Dans un modèle ontinu la variable d'état serait solution d'un système d'équations di�éren-

tielles, de manipulation moins ommode. La fontionnelle (3.1) sous ontrainte est par

onséquent une fontion de x0 sans ontrainte. La fontion de oût, qui apparait lairement

désormais omme une fontion e�etive de x0 peut maintenant être minimisée diretement

par rapport à x0. Pour ela, on souhaite aluler le gradient de J par rapport au veteur

initial x0. On note

dk = yk −Hk [MkMk−1...M1] x0 et ∆k = R−1
k dk . (3.5)

dk est un veteur innovation tandis que ∆k est un veteur innovation normalisé .

D'autre part, on oublie temporairement le terme d'ébauhe dans J(x) ar un tel terme a

déjà été étudié dans le adre de l'interpolation optimale. Alors

δJ(x0) =
1

2

K∑

k=0

δ
(
dk , (Rk)

−1dk

)

=
1

2

K∑

k=0

(
δdk , (Rk)

−1dk

)
+

1

2

K∑

k=0

(
dk , (Rk)

−1δdk

)

=

K∑

k=0

(
δdk , (Rk)

−1dk

)

= −
K∑

k=0

(Hk [MkMk−1...M1] δx0 , ∆k)

= −
K∑

k=0

(
δx0 ,

[
MT

1 M
T
2 ...M

T
k−1M

T
k

]
HT

k∆k

)
. (3.6)

On en déduit don le gradient de la fontionnelle par rapport à x0 :

∇x0
J = −

K∑

k=0

[
MT

1 M
T
2 ...M

T
k−1M

T
k

]
HT

k∆k (3.7)

= −
(
HT

0 ∆0 +MT
1

[
HT

1 ∆1 +MT
2

[
HT

2 ∆2 + ...+
[
MT

n ]H
T
n∆n

]
...
]])

(3.8)

Cette dernière ériture du gradient (sous la forme d'une fatorisation de Horner) fournit

une façon de le aluler à moindre oût :
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1. On ommene par aluler les xk par réurrene à l'aide de la matrie de transition

Mk et de la variable d'état initiale x0.

2. On alule alors les veteurs innovation normalisés ∆k = R−1
k (yk −Hkxk) que l'on

enregistre.

3. On dé�nit alors une variable d'état adjointe x̃k. Elle est dé�nie à la date �nale

par x̃K = HT
K∆K . Connaissant x̃k+1, on obtient x̃k par

x̃k = HT
k∆k +MT

k+1x̃k+1 . (3.9)

Par ette réurrene, on remonte à x̃0.

4. On a alors ∇x0
J = −x̃0.

Le alul de l'évolution à rebours de la variable adjointe néessite en partiulier le alul

de l'opérateur adjoint des matries de transition Mk. Cela semble une opération triviale

lorsque Mk est une matrie, même de grande taille. Cependant, en pratique, l'évolution

d'un système est alulé à partir d'un ode numérique de plusieurs milliers de lignes.

C'est un objet plus omplexe qu'une simple matrie, dont on doit aluler l'objet adjoint

(mathématiquement bien dé�ni). L'adjointisation présente don une di�ulté tehnique.

Aujourd'hui, on a reours à des programmes d'adjointisation automatique [8℄ qui, à

partir du ode assoié à Mk délivrent un ode numérique assoié à MT
k . Des exemples de

tels programmes sont : TAPENADE de l'INRIA (le ode à adjointiser peut être soumis en

ligne et le ode adjoint retourné), TAF (programme ommerial très réputé), mais aussi

OpenAD, ADIFOR, ADIC, ADOL-C, et.

3.1.1 Gradient ave un terme d'ébauhe

Tenir ompte du terme d'ébauhe n'apporte qu'une ompliation mineure. Le gradient

devient

∇x0
J = (Pb

0)
−1(x0 − xb

0)−
K∑

k=0

MT
k , 1H

T
kR

−1
k (yk −HkMk , 1x0) , (3.10)

où pour k > l ≥ 0, on a noté Mk , l = MkMk−1 · · · Ml+1. Conventionnellement, on pose

Mk , k = I. Par extension, on note pour l > k ≥ 0 queMk , l = M−1
l , k = M−1

k+1M
−1
k+2 · · · M−1

l .

Grâe à ette onvention, on a

∀ k, l n ≤ k, l ≤ 0 xk = Mk , l xl . (3.11)

3.1.2 Cas où le modèle diret et/ou l'observation sont non-linéaires

On peut proéder omment on l'a fait dans la setion 1.4.3 dans le adre du formalisme

3D-Var. Comme préédemment, on noteM la matrie jaobienne dérivée deM par rapport

à x. Éventuellement, on peut préiser en quel point est évaluée ette dérivée : M(x0) par
exemple lorsqu'on l'évalue en x0. Le alul du gradient est a�eté par la ompliation

apportée par es non-linéarités. Prinipalement, le alul de δdk est modi�é en

δdk = −Hk(xk−1)Mk(xk−2)Mk−1(xk−3) · · ·M1(x0) δx0 . (3.12)

Le gradient s'érit alors

∇x0
J = −

K∑

k=0

[
MT

1 (x0)M
T
2 (x1) · · ·MT

k−1(xk−2)M
T
k (xk−1)

]
HT

k (xk)∆k . (3.13)
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Dans le adre d'une appliation e�etive de ette généralisation non-linéaire, il est don

non seulement néessaire de savoir aluler l'adjoint d'un ode numérique mais aussi la

di�érentielle d'un ode. C'est e qu'on appelle la di�érentiation automatique .

3.2 Solution du problème variationnel

Dans un premier temps, on va herher à minimiser la fontionnelle J(x). C'est ensuite
seulement que l'on montrera en quoi et quand ette démarhe est bien équivalente à une

interpolation optimale séquentielle du type �ltre de Kalman.

3.2.1 Solution par rapport à x0

De l'expression du gradient obtenu, il est faile d'obtenir une solution au problème de

minimisation de J par rapport à x0 en résolvant ∇x0
J = 0. Avant ela, il est toutefois plus

ommode d'introduire le Hessien de la fontion J , noté HK , 0, pour une assimilation sur

l'intervalle de temps [t0, tK ]. Dans le as d'une fontionnelle quadratique omme 'est ii le

as, la matrie Hessienne qui ne dépend plus de x0 s'obtient aisément à partir du gradient

HK , 0 = (Pb
0)

−1 +
K∑

k=0

MT
k , 0H

T
kR

−1
k HkMk , 0 . (3.14)

Ave ette notation, la solution xa
0 s'obtient très simplement de (3.10)

xa
0 = xb

0 −H−1
K , 0∇x0

J(xb
0) . (3.15)

On reonnaît la solution de Newton au problème de minimisation d'une fontionnelle

quadratique.

L'erreur d'analyse ommise ave ette estimation est donnée par la matrie de ovari-

ane

Pa
0 = E

[
(xa

0 − x0) (x
a
0 − x0)

T
]
. (3.16)

Et l'on a

(Pa
0)

−1 = HK , 0 = (Pb
0)

−1 +
K∑

k=0

MT
k , 0H

T
kR

−1
k HkMk , 0 . (3.17)

3.2.2 Solution par rapport à xk

Dans le as du modèle diret parfait, les valeurs (vraies) de l'état du système xk sont

toutes reliées entres elles, grâe à la matrie de transition Mk , l. Réaliser une analyse sur

la ondition initiale x0 est don équivalent à le faire sur un quelonque xj , j ∈ [0,K]. Dans
et esprit, on peut rérire la fontionnelle de oût (3.1) en fontion de xj (K ≥ j ≥ 0) et
non plus de x0 selon

J(x) =
1

2

(
M0 , j

(
xj − xb

j

)
, (Pb

0)
−1M0 , j

(
xj − xb

j

))

+
1

2

K∑

k=0

(
yk −HkMk , j xj , (Rk)

−1(yk −HkMk , j xj)
)
, (3.18)
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grâe à la onvention (3.11). On remarque queMT
0 , j

(
Pb

0

)−1
M0 , j =

(
Mj , 0P

b
0M

T
j , 0

)−1
≡

(
Pb

j

)−1
. Le alul du gradient par rapport à xj s'en déduit

−∇xj
J =

(
Pb

j

)−1 (
xb
j − xj

)
+

K∑

k=0

MT
k , jH

T
kR

−1
k (yk −HkMk , j xj) . (3.19)

On en tire l'analyse donnée par ∇xj
J(x) = 0

xa
j = xb

j −H−1
K , j∇xj

J(xb
j) , (3.20)

où l'on a noté

HK , j = (Pb
k)

−1 +

K∑

k=0

MT
k , jH

T
kR

−1
k HkMk , j . (3.21)

L'erreur d'analyse ommise ave ette estimation est donnée par la matrie de ovariane

Pa
k = E

[(
xa
j − xj

) (
xa
j − xj

)T]
. (3.22)

Si, à e stade, on se ontente de raisonner par analogie ave le résultat (1.38) obtenu par

l'approhe variationnelle assoiée à l'interpolation optimale, on a

(Pa
j)

−1 = HK , j = (Pb
j)

−1 +
K∑

k=0

MT
k , jH

T
kR

−1
k HkMk , j . (3.23)

Ce qui signi�e que la matrie de on�ane sur xa
0 est la somme de la on�ane sur l'ébauhe

et des on�anes sur les mesures propagées par l'inverse du modèle diret jusqu'à l'instant

t0.

3.3 Propriétés

3.3.1 Propagation de l'erreur d'analyse

On véri�e aisément que l'on a

MT
j , l HK , j Mj , l = HK , l . (3.24)

Compte tenu de HK ,k = (Pa
k)

−1
, ela onduit à

Pa
l = Ml , j P

a
j M

T
l , j , (3.25)

qui onstitue la relation dérivant la propagation de l'erreur d'analyse dans le formalisme

4D-Var (sous ontrainte forte). De toute évidene, e résultat di�ère de elui de la prop-

agation de l'erreur dans le adre du �ltre de Kalman (2.60). Cela tient à e que l'analyse

de l'erreur dans le �ltre de Kalman est ausale (dépend des observations antérieures à la

date de l'analyse), alors que ela n'est pas le as pour l'analyse 4D-Var.

C'est e qui onstitue le point faible du 4D-Var : sa di�ulté à estimer l'inertitude.

Introdution aux méthodes de l'assimilation de données



3.3 Propriétés 49

3.3.2 Transférabilité de l'optimalité

On dipose maintenant des résultats néessaires pour démontrer une propriété essen-

tielle attahée à la minimisation de la fontionnelle. On onsidère un intervalle de temps

d'assimilation [t0, tK ]. Et on subdivise et intervalle en deux périodes [t0, tm] et [tm, tK ]
ave m un entier entre 0 et n. On peut opérer la minimisation de deux manières

1. On minimise la fontionnelle omplète pour le problème dé�ni sur l'intervalle [t0, tK ].

2. On proède en deux étape. On ommene par minimiser la fontionnelle assoiée au

problème dé�ni sur l'intervalle [t0, tm]. On en tire une solution xa
m au temps tm, ave

une inertitude Pa
m. On réalise alors une seonde analyse sur l'intervalle [tm, tK ],

mais en inorporant les résultats xa
m et Pa

m de la première étape dans un terme

d'ébauhe dans la fontionnelle.

On herhe à montrer que es deux routes sont équivalentes du point de vue d'une min-

imisation par rapport à x0, mais on pourrait aussi hoisir un veteur d'état à toute autre

date que t0.
D'après e qui préède, le résultat de la voie (1) est le résultat de l'optimisation de la

fontionnelle (3.1), que l'on hoisit ii d'e�etuer par rapport à x0

J(x0) =
1

2

(
x0 − xb

0, (P
b
0)

−1(x0 − xb
0)
)

+
1

2

K∑

k=0

(
xk −HkMk , 0x0, (Rk)

−1(yk −HkMk , 0x0)
)
. (3.26)

On peut déomposer la même fontionnelle en

Jm , 0(x0) =
1

2

(
x0 − xb

0, (P
b
0)

−1(x0 − xb
0)
)

+
1

2

m∑

k=0

(
yk −HkMk , 0 x0, (Rk)

−1(yk −HkMk , 0x0)
)
, (3.27)

et

Jn ,m(x0) =
1

2

K∑

k=m+1

(
yk −HkMk , 0x0, (Rk)

−1(yk −HkMk , 0x0)
)
, (3.28)

de sorte que

J(x0) = Jm , 0(x0) + Jn ,m(x0) . (3.29)

On remarque que la fontionnelle Jm,0(x0) est la fontionnelle assoiée à la première

étape de la voie (2). Soit don xa
0 et Pa

0 le résultat de son optimisation. Compte tenu des

hypothèses de linéarité, Jm,0(x0) est quadratique et s'identi�e don à son développement

de Taylor à l'ordre 2 en tout point, et en partiulier en xa
0. On a

Jm, 0(x0) = Jm, 0(x
a
0) + (∇x0

Jm, 0(x
a
0),x0 − xa) +

1

2
(x0 − xa,Hm , 0(x0 − xa)) . (3.30)

Or, par dé�nition, ∇x0
Jm , 0(x

a
0) = 0. Il en résulte que minimiser Jm , 0 est équivalent à

minimiser le arré

C(x0) =
1

2

(
x0 − xa

0, (P
a
0)

−1 (x0 − xa
0)
)
, (3.31)
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ave

xa
0 = xb

0 −H−1
m, 0∇x0

J(xb
0)

(Pa
0)

−1 = Hm, 0 = (Pb
0)

−1 +

m∑

k=0

MT
k , 0H

T
kR

−1
k HkMk , 0 , (3.32)

puisque Jm , 0(x0) = Jm , 0(x
a
0) + C(x0). Don

J(x0) = Jm , 0(x
a
0) + C(x0) + JK ,m(x0) . (3.33)

Or C(x0) est préisément le terme d'ébauhe de la seonde étape de la voie (2). Le résultat

de la minimisation globale de J(x0) sur [t0, tK ] selon x0 est don égale au résultat de la

minimisation de la proédure en deux étapes, ave un terme d'ébauhe dans la seonde

étape qui résume les résultats de la première étape. Notons que l'on aurait pu tout aussi

bien minimiser sur xK , xm ou n'importe quel autre xk. Cette propriété est appelée trans-

férabilité de l'optimalité . On prendra toutefois garde au fait qu'en général il n'y pas

identité entre

� le résultat de l'analyse par la voie (1) portant sur le veteur d'état du système au

temps tm, x
a
m et

� le résultat de l'analyse intermédiaire au temps tm déduit de la première étape de la

voie (2).

3.3.3 Équivalene entre le 4D-Var et le �ltre de Kalman

On justi�e maintenant a posteriori l'intérêt d'avoir utilisé la fontion de oût (3.1),

en montrant que le résultat �nal xaK au temps tK est elui que fournit l'analyse optimale

séquentielle du �ltre de Kalman au temps tK .
On a démontré préédemment la transférabilité de l'optimalité du formalisme vari-

ationnel en déomposant l'intervalle d'analyse en deux étapes. On peut subdiviser es

sous-intervalles et invoquer à nouveau la propriété : l'optimalité est toujours assurée. À

l'extrême, on peut subdiviser [t0, tK ] en les K segments [tk, tk+1] ave 0 ≤ k ≤ K−1. Or la
minimisation de la fontionnelle Jk , k+1 est identique à l'approhe 3D-Var, qui, on l'a vu,

est équivalent à l'analyse de l'interpolation optimale. Mais 'est préisément l'interpolation

optimale qui est utilisée à haque étape du �ltre de Kalman ! Il en résulte que résoudre le

problème en subdivisant [t0, tK ] en les K segments [tk, tk+1] ave 0 ≤ k ≤ K−1, est équiv-
alent à l'analyse du �ltre de Kalman. Cette démarhe n'est toutefois pas omplètement

équivalente à l'optimisation de la fontionnelle J sur [t0, tK ]. On peut ependant a�rmer

d'après e qui préède, que le résultat de l'analyse au temps �nal tK par l'optimisation

globale est le même que elui de l'analyse par subdivision et don que elui du �ltre de

Kalman.

3.4 Caluls de sensibilité

Un des atouts majeurs de la formulation variationnelle est de permettre un alul

e�ae des sensibilités. Il s'agit de déterminer quantitativement l'in�uene qu'exere un

paramètre sur l'état du système ou sur la solution du problème d'assimilation.
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3.4.1 Sensibilité du premier ordre

Hors ontexte assimilation de données, on peut vouloir déterminer la variation d'une

variable d'état δxi du modèle diret lorsqu'on fait varier un paramètre pj de δpj . On a bien

sûr

δxi = χij δpj avec χij =
∂xi
∂pj

. (3.34)

Si le alul de ette sensibilité χij n'est pas en soi lié à l'assimilation de données, on en

utilise toutefois l'arsenal tehnologique puisque, pour un modèle diret imposant, le alul

de la dérivée partielle doit passer par la di�érentiation automatique. Remarquons que si le

modèle est non-linéaire en les paramètres, χij dépend des pj .

3.4.2 Sensibilité du seond ordre

Dans le adre d'une analyse du seond ordre de la sensibilité, on souhaite onnaître la

sensibilité de l'estimation optimale du problème d'assimilation à un paramètre ou à une

observation. C'est don un problème lié diretement à l'assimilation de données. Et son

alul par une méthode variationnelle requiert l'utilisation du modèle diret et du modèle

adjoint.

Supposons que le problème dépend de paramètres pj ave j = 1, . . . , q. Il peut s'agir par
exemple de oe�ients paramétrisant les matries de ovariane d'erreurs, ou de paramètres

du modèle physique (oe�ients de di�usion, de frition, de dép�ts, onstantes inétiques,

et.). On s'intéresse à la sensibilité de la variable d'état xai par rapport au paramètre pj

χij =
∂xai
∂pj

. (3.35)

Or en as d'uniité de la solution (dans le as linéaire en partiulier), elle-i est solution

impliite de

(∇xJ) (x
a(p), p) = 0 , (3.36)

la solution de l'analyse xa étant elle-même fontion des paramètres pj . A fortiori, pour

tout i, j dans [1, q]2 :

d

dpj
(∂xi

J) (xa(p), p)) = 0 , (3.37)

soit

∂xi
∂pjJ(x

a(p), p) +

q∑

k=1

∂xak(p)

∂pj
∂xk

∂xi
J(xa(p), p) = 0 . (3.38)

Et don

∂xi
∂pjJ +

q∑

k=1

(∂xi
∂xk

J)
∂xak(p)

∂pj
= 0 , (3.39)

qui se rérit

χij =
∂xai (p)

∂pj
= −

q∑

k=1

(
H−1

)
ik
∂xk

∂pjJ , (3.40)

où H est la matrie Hessienne au point de la solution de l'analyse. Les problèmes de alul

de sensibilité sont don des opérations du seond ordre sur la fontion de oût [12℄. Ils sont

par onséquent lourds à mettre en ÷uvre, étant donnée la taille des matries (tenseurs) en

jeu.
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3.5 Algorithmes de minimisation de la fontion de oût

Abordons maintenant l'aspet pratique mais essentiel des méthodes variationnelles :

la minimisation des fontionnelles. On se donne don une fontion de oût J(x) que l'on

herhe à minimiser. Si J est quadratique stritement onvexe, il existe un unique minimum

dans R
n
. Plus généralement, J peut posséder plusieurs minima loaux (mais si le problème

est physiquement bien posé, il doit exister au moins un minimum). La détermination de

la liste exhaustive de es minima est di�ile. On se onentre ii sur la détermination du

minimum ou d'un de es minima. On notera g(x) le gradient de J(x), et H(x) la matrie

hessienne assoiée. Un moyen de tester les algorithmes d'optimisation est de les appliquer

au as de la fontion de oût quadratique

JQ(x) =
1

2
(x,Qx) + (b,x) , (3.41)

où Q est une matrie symétrique dé�nie positive (don J est stritement onvexe).

3.5.1 Algorithmes de desente

Les algorithmes de minimisation ommenent par un point x0 et onstruisent une suite

de points xk qui, on l'espère, approhe un minimum loal. x0 doit se trouver dans le

bassin d'attration (algorithme-dépendant) du minimum loal reherhé. À l'étape k de

la onstrution, on détermine une diretion dk aratéristique de la méthode. Elle sert à

dé�nir le point suivant qui est donné par

xk+1 = xk − λkdk , (3.42)

où λk ∈ R. λk est obtenu par une minimisation unidimensionnelle (�line searh�), le

long de la diretion a�ne dé�nie par xk et dk. Le réel λk est une solution résultant de la

minimisation de

ϕk(λ) ≡ J (xk − λdk), . (3.43)

Comme il s'agit d'un problème de minimisation, la diretion dk est en règle générale une

diretion de desente (g(xk),dk) > 0. Il en résulte

ϕ′
k(0) = −(g(xk),dk) < 0 . (3.44)

De sorte que l'on hoisit d'optimiser en restreignant λ à R
+
.

Méthodes de la plus forte pente, du gradient onjugué, et de Newton-Raphson

On peut hoisir pour dk la diretion de la plus forte pente (steepest desent method),

'est-à-dire dk = g(xk), puisque 'est e qu'indique le gradient g(x) de la fontion de

oût. On peut aussi exiger des veteurs dk qu'ils explorent plus e�aement l'espae de

minimisation que ne le fait l'algorithme de desente de plus forte pente, dans lequel on n'a

auune liberté sur le hoix de dk.

Si l'on raisonne sur le as quadratique Eq. (3.41), avant toute extrapolation au as

non-linéaire, on peut imposer que les {dj}0≤j≤k soient Q-onjugués, 'est-à-dire qu'ils

soient mutuellement orthogonaux par rapport à la forme dé�nie par Q. Cette onstrution,

analogue à l'orthogonalisation de Gram-Shmidt est possible et assure que la solution puisse
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être obtenue en au plus n + 1 étapes (où n est la taille du système) si l'erreur numérique

est nulle (préision mahine in�nie). De plus, il est lair que dans le as quadratique,

on obtient une solution expliite pour αk, donnée i-dessous. Cette méthode est appelé

gradient onjugué .

Elle s'applique également au as non-linéaire (la onjugaison n'est alors qu'approx-

imativement satisfaite et l'approhe de la solution néessite en général plus de n + 1
itérations). Les di�érentes variantes (Hestenes-Stiefel, Polak-Ribière et Flether-Reeves)

de ette généralisation di�èrent par la formule expliite retenue pour λk. Le point essentiel

est que dans tous les as, es formules sont onstruites de telle sorte qu'elles ne fassent pas

intervenir le alul du Hessien.

En dépit de la sophistiation du gradient onjugué et de ses variantes, il s'avère néan-

moins souvent plus e�ae d'utiliser la méthode de Newton-Raphson. Son avantage réside

dans sa vitesse de onvergene. L'idée qui soutend la méthode est la suivante. On souhaite

approher loalement dans un voisinage de xk la fontion J de oût par une fontion

quadratique.

J(x) = J(xk) + (g(xk),x− xk) +
1

2
(x− xk,H(xk)(x− xk))

︸ ︷︷ ︸
q(x)

+o(‖ x− xk ‖2) . (3.45)

Une estimation du minimum loal est alors donnée par le minimum de l'approximation

quadratique q(x), noté xk+1, que l'on obtient en résolvant ∇q(x) ≃ 0 :

0 ≃ ∇q(x) = g(xk) +H(xk)(x− xk) . (3.46)

Si le Hessien est inversible, il en résulte qu'une meilleure idée du point de minimum x est

donné par xk+1 = xk −H(xk)
−1g(xk). Autrement dit

dk = −H(xk)
−1g(xk) . (3.47)

On notera que ela orrespond à faire un hoix pour dk, mais aussi pour λk ∈ R
+
qui est

pris égal à 1. On peut montrer qu'on aboutit à une méthode onvergente. Appliquée à une

fontion de oût quadratique, ette méthode est dite du seond ordre ar

xk+1 − x = O(‖ xk − x ‖2) . (3.48)

Cette méthode est très e�ae. Elle présente néanmoins un inonvénient majeur, puisqu'elle

requiert le alul du Hessien et de son inverse. Pour un problème non-linéaire, le alul

doit être e�etué à haque itération ar le Hessien hange. Pour un problème de grande

taille, omme eux qui nous intéressent, e alul est réputé prohibitif.

3.5.2 Algorithmes quasi-Newton

Une alternative onsiste à utiliser à l'étape k une matrieHk qui soit aisément alulable

et se omporte de façon similaire à l'inverse du Hessien sur le sous-espae engendré par le

gradient g(xk) également noté gk, de sorte que l'on puisse érire dk = −Hkgk. On prendra

garde au hangement de notation abrupt : Hk désigne maintenant une approximation de

l'inverse du Hessien.

L'idée onsiste à onstruire Hk au fur et à mesure des itérations. Les diretions de R
n

qui sont explorées lorsque l'on alule xk+1 onnaissant xk se réduisent à ∆xk = xk+1−xk,
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et ∆gk = gk+1−gk, puisque l'on ne dispose que des xk et des gradients ∆gk. Or une simple

intégration montre que ∆xk et ∆gk sont reliés exatement par

{∫ 1

0
dλ∇2J(x+ λdk)

}
∆xk = ∆gk . (3.49)

Et

∫ 1
0 dλ∇2J(x + λdk) est la moyenne prise par le Hessien sur le trajet ∆xk. La onlu-

sion de et argument est que l'on peut extraire de ∆gk et ∆xk une information sur le

Hessien. Comme ette information est de rang faible, l'inverse du Hessien sera onstruit

progressivement itération après itération.

À la lumière de et argument heuristique, on souhaite que la suite Hk satisfasse

∀ k ≥ 0 , Hk (gk+1 − gk) = xk+1 − xk . (3.50)

Cette ondition fait de l'algorithme une méthode dite quasi-Newton . On veut aussi que

Hk soit positive. En e�et on a

ϕ′(0) = −(gk,dk) = −(gk,Hkgk) , (3.51)

de sorte que la positivité de Hk su�t à assurer la ondition de desente.

Les méthodes quasi-Newton remportent les su�rages des numériiens, puisqu'elles om-

binent vitesse de onvergene (sophistiation) tout en réduisant la omplexité algorith-

mique (pas de alul expliite du Hessien à haque itération). L'algorithme générique d'une

méthode quasi-Newton prend la forme donnée en Fig. 3.5.2.

Algorithme générique de Quasi-Newton

1. On part de k = 0 et on hoisit x0, point de départ,

ainsi qu'une matrie symétrique H0.

2. Pour k = 0, 1, 2, · · · ,
� Si gk = 0, l'algorithme se termine sinon

dk = −Hkgk

� On alule

λk = arg minJ (xk − λdk) pour λ ≥ 0

puis

xk+1 = xk − λkdk

� Construire Hk+1 à l'aide de Hk et

∆xk = xk+1 − xk et ∆gk = gk+1 − gk

La suiteHk doit satisfaire à la ondition quasi-Newton, mais ela ne su�t pas à la dé�nir

omplètement. C'est la presription omplète de ette suite qui di�érenie les variantes des

méthodes de type quasi-Newton.

Introdution aux méthodes de l'assimilation de données



3.5 Algorithmes de minimisation de la fontion de oût 55

Appliation à une fontion quadratique

Voyons plus en détails omment une méthode quasi-Newton fontionne dans le as

linéaire, 'est-à-dire lorsque la fontion de oût est quadratique JQ(x) = 1
2(x,Qx)+(b,x).

L'algorithme générique d'une méthode quasi-Newton dans le as linéaire prend la forme

donnée en Fig. 3.5.2.

Algorithme générique de Quasi-Newton (as linéaire)

1. On part de k = 0 et on hoisit x0, point de départ,

ainsi qu'une matrie symétrique H0.

2. Pour k = 0, 1, 2, · · · ,
� Si gk = 0, l'algorithme se termine sinon

dk = −Hkgk

� On alule

xk+1 = xk − λkdk où λk =
(gk,dk)

(dk,Qdk)

� Construire Hk+1 à l'aide de Hk et

∆xk = xk+1 − xk et ∆gk = gk+1 − gk

La valeur de λk est le résultat de la minimisation de

J (xk + λdk) =
1

2
(xk − λdk,Q(xk − λdk)) + (b,xk − λdk) , (3.52)

de solution immédiate

λk =
(gk,dk)

(dk,Qdk)
,

Q-Conjugaison

Une propriété remarquable d'un algorithme de quasi-Newton générique appliqué à la

fontionnelle quadratique est que les diretions dk sont mutuellement Q-onjuguées.

Complétude

3.5.3 Une méthode quasi-Newton : l'algorithme BFGS

La méthode quasi-Newton onsidérée en pratique omme la plus e�ae a été proposée

en 1970 par Broyden, Flether, Goldfarb et Shanno, d'où son nom de méthode BFGS. La
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suite des matries Hk est dé�nie par la formule matriielle de réurrene

Hk+1 = Hk +

(
1 +

(∆gk,Hk∆gk)

(∆gk,∆xk)

)
∆gk(∆gk)

T

(∆xk,∆gk)

−Hk∆gk(∆xk)
T +

(
Hk∆gk(∆xk)

T
)T

(∆gk,∆xk)
. (3.53)

Hk+1 = Hk +

(
1− ∆xk∆gk

T

(∆gk,∆xk)

)
Hk

(
1− ∆gk(∆xk)

T

(∆gk,∆xk)

)
+

∆xk(∆xk)
T

(∆gk,∆xk)
. (3.54)

C'est une méthode dite de rang deux ar

rang (Hk+1 −Hk) ≤ 2 . (3.55)

On véri�e sans peine que 'est bien une méthode de quasi-Newton, et que de plus si Hk

est dé�nie positive, alors Hk+1 l'est aussi.

Il a été démontré que, sous réserve que le point de départ x0 ne soit pas trop éloigné

de l'argument x du minimum de la fontion de oût, la onvergene de l'algorithme BFGS,

dans le as non-linéaire, est superlinéaire, 'est-à-dire

lim
k→∞

‖ xk − x ‖
‖ xk+1 − x ‖ = 0 . (3.56)

Sous des ontraintes plus fortes, on montre même que 'est toute une lasse d'algorithmes

de quasi-Newton qui onvergent de façon quadratique, même dans le as non-linéaire.

3.6 Contrainte de modèle faible

L'analogue variationnel du �ltre de Kalman omportant de l'erreur modèle est donné

par la formulation dite faible du 4D-Var. La fontion oût devient :

J(x) =
1

2

n∑

k=0

(
yk −Hkxk, (Rk)

−1(yk −Hkxk)
)

(3.57)

+
1

2

n∑

k=0

(
xk+1 −Mk+1xk, (Qk)

−1(xk+1 −Mk+1xk)
)
. (3.58)

3.7 Méthode inrémentale
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Assimilation de données avanée
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Dans ette partie, on dérit e que devrait être le adre formel idéal de l'assimila-

tion de données séquentielle (formule de Bayes). Son appliation bute sur deux problèmes

majeurs. D'une part, la non-linéarité du modèle physique n'est représenté qu'approxima-

tivement et plusieurs �ltres d'assimilation ont été proposés pour remédier à e problème :

�ltre d'ensemble, �ltre "unsented". D'autre part, en géophysique, les systèmes sont de

très grande dimensionalité et la représentation des matries de ovarianes d'erreur, sur

lesquelles se fonde le �ltre de Kalman, devient impossible. Aussi plusieurs �ltres mettant

en oeuvre des tehniques de rédution et de représentation des erreurs ont été proposés :

�ltres RRSQRT, SEEK, SEIK.
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Chapitre 4

Assimilation de données non-linéaire

On illustrera la performane des algorithmes dérits dans e hapitre sur un osillateur

non-linéaire omportant une dose d'erreur modèle.

Pour ela, nous reprenons l'exemple de l'osillateur non-linéaire du hapitre 2, auquel

nous adjoignons de l'erreur modèle. Cette dernière aentue le aratère imprévisible du

système :

x0 = 0 , x1 = 1 et pour 1 ≤ k ≤ N xk+1 − 2xk + xk−1 = ω2 xk + λ2 x3k + ξk . (4.1)

Les paramètres retenus ii sont : ω = 0.035, λ = 3.10−5
. La variane de l'erreur modèle est

de 0.0025, alors que la variane de l'erreur d'observation est de 49. La ondition initiale

est x0 = 0 et x1 = 1, puis le système est itéré 10000 fois.

4.1 Les limites du �ltre de Kalman étendu

Voyons maintenant le omportement aratéristique d'un �ltre de Kalman étendu ap-

pliqué à un système fortement non-linéaire.

Prenons don l'exemple de l'osillateur anaharmonique stohastique dérit i-sessus.

Dans un premier temps, on suppose que la fréquene des observations est d'une mesure

toutes les 50 itérations. Cela onduit au résultat représenté en �gure 4.1. qui atteste de la

performane du �ltre sur ette période de temps.

Dans un seond temps, on suppose que la fréquene des observations est de une mesure

toutes les 58 itérations. Cela onduit au résultat représenté en �gure 4.2. On onstate que

le �ltre �nit par diverger, ar il est insu�sament renseigné sur l'état du système.

Il existe des �ltres de Kalman étendus d'ordre supérieur (en partiulier d'ordre 2) qui

permettent de mieux rendre ompte des non-linéarités du modèle. Cependant eux-i font

apparaître naturellement le tangent linéaire du modèle, mais aussi le hessien de elui-i, e

qui est très oûteux à mettre en ÷uvre (en mémoire et temps CPU). Cela limite l'intérêt

de es extensions pour des systèmes de grande taille.

Pour omprendre et tenter d'améliorer la performane des �ltres sur des système dy-

namiques très non-linéaires, il est néessaire de dé�nir e que devrait être le système d'as-

similation qui rende ompte de tous les moments des distributions statistiques. En e�et

une dynamique non-linéaire propage les moments de façon non-triviale à la di�érene d'une

dynamique linéaire.
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Figure 4.1 � Assimilation d'un osillateur anharmonique perturbé, à l'aide d'un �ltre de

Kalman étendu. La fréquene des observations est de 50 itérations pour une observation.

4.2 Interprétation probabiliste et interpolation optimale

Jusqu'à présent on s'est posé le problème suivant : ompte tenu d'une onnaissane a

priori mais imparfaite du système et d'un jeu plus réent d'observations, quel est, au sens

des moindres arrés, l'état du système le plus probable et quelle est la variane de l'erreur

ommise ?

On peut ependant se poser un tel problème en termes plus généraux.

Le même problème peut en e�et être formulé en termes de densité de probabilité.

Autrement dit, on ne se ontente plus de travailler sur l'espérane et les ovarianes des

distributions de probabilité des variables mais (a priori) sur tous les moments [22℄.

Connaissant la densité de probabilité de l'ébauhe et de elle des observations, quelle

est la densité de probabilité pour le système d'être dans tel ou tel état ? Contrairement à

l'approhe poursuivie dans les préédents hapitres, il n'y a pas de ritère fourni a priori

(les moindres arrés auparavant) dont on puisse tirer un estimateur de l'état du système et

de l'erreur ommise. On se donne a posteriori un ritère dé�nissant la notion d'optimalité,

dont on déduit un estimateur. Cet estimateur varie selon le ritère retenu.

4.2.1 Assimilation d'une observation

On onsidère l'équation de la mesure la plus générale

y = H(x,v) , (4.2)

où l'opérateur d'observation H n'est don pas néessairement linéaire. Ce que l'on sup-

pose onnaître a priori, 'est la distribution de probabilité de x, 'est-à-dire la densité de

probabilité de son ébauhe, que l'on note pX(x). On suppose aussi onnue la distribution
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Figure 4.2 � Assimilation d'un osillateur anharmonique perturbé, à l'aide d'un �ltre de

Kalman étendu. La fréquene d'assimilation des observations est insu�sante (58 itérations

pour une observation) et le �ltre diverge.

de probabilité du bruit, notée pV (v). Ce qu'il est important d'obtenir à partir de es dis-

tributions, 'est la densité de probabilité de x, onnaissant la valeur de l'observation y,

'est-à-dire la probabilité onditionnelle de x, onnaissant y, notée pX|Y (x|y). Utilisant la
règle de Bayes, on a la relation

pX|Y (x|y) = pY |X(y|x)pX(x)

pY (y)
. (4.3)

pX , on l'a vu, est onnu. D'autre part, il est équivalent de onnaître pY |X ou de on-

naître pV , les deux distributions étant diretement reliée par la relation d'observation

y = H(x,v). Reste à obtenir pY . Or on a

pY (y) =

∫
dx pY |X(y|x)pX (x) , (4.4)

e qui détermine pY . On remarque don que le alul de e dernier terme orrespond à une

normalisation de la distribution de probabilité par rapport à x. En pratique, il n'est pas

toujours néessaire de le aluler, ar il ne dépend pas de x.

4.2.2 Théorie de l'estimation et analyse BLUE

Pour nous onvainre de l'intérêt de e point de vue probabiliste, ommençons par

véri�er qu'il orrobore l'analyse de l'interpolation optimale linéaire (BLUE). Pour ela,

l'équation d'observation est simpli�ée en

y = Hx+ v , (4.5)
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où l'opérateur d'observation H est ii linéaire. On suppose que x est distribuée selon une

loi normale N(x,P), 'est-à-dire selon la densité de probabilité (normalisée don)

pX(x) =
1

(2π)n/2|P|1/2 exp

(
−1

2
(x− x)TP−1(x− x)

)
, (4.6)

ave |P| le déterminant de la matrie arrée P. Cela onstitue don une ébauhe de la

densité de probabilité sur x. Sahant que v est distribuée selon la loi normale N(0,R),
indépendante de elle de x, la probabilité onditionnelle de y, onnaissant x est

pY |X(y|x) = 1

(2π)p/2|R|1/2 exp

(
−1

2
(y −Hx)TR−1(y −Hx)

)
. (4.7)

Le alul de pY (normalisation du produit des deux densités préédentes) orrespond à

la omposition de deux densités gaussiennes. La densité obtenue est don aussi gaussienne

en y. Il n'est pas di�ile de aluler son espérane xy = E [y] et sa variane Py. En e�et

xy = E [Hx+ v] = Hx ,

Py = E
[
(y− xy) (y− xy)

T
]
= E

[
(H(x− x) + v) (H(x− x) + v)T

)

= HE
[
(x− x)(x− x)T

]
HT +E

[
vvT

]
= HPHT +R . (4.8)

Cela aratérise don omplètement la distribution de y

pY (y) =
1

(2π)p/2|HPHT +R|1/2 exp

(
−1

2
(y −Hx)T (HPHT +R)−1(y −Hx)

)
. (4.9)

En utilisant (4.9), (4.7) et la règle de Bayes (4.3), on obtient la probabilité onditionnelle

reherhée

pX|Y (x|y) =
|HPHT +R|1/2

(2π)n/2|P|1/2(2π)p/2|R|1/2 ×

exp

(
−1

2
(y −Hx)TR−1(y −Hx)− 1

2
(x− x)TP−1(x− x)

+
1

2
(y −Hx)T (HPHT +R)−1(y −Hx)

)
. (4.10)

En fatorisant l'argument de l'exponentielle selon x, on obtient

pX|Y (x|y) =
|HPHT +R|1/2

(2π)n/2|P|1/2(2π)p/2|R|1/2 exp

(
−1

2
(x− x⋆)TP−1

⋆ (x− x⋆)

)
, (4.11)

ave

P−1
⋆ = P−1 +HTR−1H et x⋆ = Px(H

TR−1y+P−1x) . (4.12)

4.2.3 Choix d'un estimateur

On peut alors hoisir un estimateur . C'est-à-dire, donner un sens rigoureux à la no-

tion subjetive de valeur la plus vraisemblable d'une analyse portant sur l'état du système

x, supposées onnues les observations y. Cet estimateur est à dé�nir à partir de la distri-

bution de probabilité onditionnelle pX|Y . On le souhaite en général sans biais. Dans le
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as présent, pare que les distributions sont gaussiennes, tous les hoix raisonnables on-

duisent au même estimateur. Toutefois sur une distribution plus générale, on distinguerait

l'estimateur de variane minimum et l'estimateur a posteriori de probabilité max-

imum (orrespondant don au maximum de la distribution pX|Y ). Mais il y en a d'autres

possibles.

Dans le as présent, les deux se onfondent en l'estimateur x̂ = E [x|y], qu'on lit

simplement sur la distribution (4.11). Si l'on utilise maintenant la valeur du gain K∗
de

l'analyse optimale, on obtient que

x̂ = (P−1 +HTR−1H)−1(HTR−1y +P−1x)

= K∗y + (P−1 +HTR−1H)−1P−1x

= K∗y + (I−K∗H)x

= x+K∗(y −Hx) , (4.13)

où on a utilisé les relations (1.22) et (1.20). Ce résultat est à omparer à (1.14). Le ré-

sultat de e alul probabiliste oïnide don ave le résultat de l'analyse BLUE, ave

l'identi�ation xb = x.

4.3 Interprétation probabiliste et assimilation séquentielle

On se plae maintenant dans le adre d'une analyse séquentielle. Et on souhaite mener

une étude probabiliste similaire à la préédente. Il s'agit du problème du �ltrage bayésien .

On va noter par Zk, l'ensemble des observations passées depuis t0 jusqu'à tk, 'est-à-dire

Zk = {zk, zk−1, · · · , z0} . (4.14)

La densité que l'on souhaite aluler est la probabilité onditionnelle de xk onnaissant Zk,

notée p(xk|Zk). Pour plus de onision, on abandonne ii l'indie desriptif des distribu-

tions, qui sont don toutes notées p, et qui ne se distinguent plus que par leurs arguments.

4.3.1 Étape de la prévision

Dans l'étape de prévision, on herhe à aluler la distribution de probabilité p(xk+1|Zk),
onnaissant la densité p(xk|Zk). Sans hypothèse partiulière, on a don

p(xk+1|Zk) =

∫
dxk p(xk+1|xk) p(xk|Zk) . (4.15)

Une équation très générale pour la modélisation stohastique de la dynamique du système

est

xk+1 = F (xk,wk) , (4.16)

où wk est supposée être un bruit blan (déorrélé en temps) non-néessairement gaussien

de densité pW . On a don

p(xk+1|xk) =

∫
dwk pW (wk) δ (xk+1 − F (xk,wk)) , (4.17)
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où δ est la distribution de Dira. L'évolution des densités entre les instants tk et tk−1 est

alors donnée par

p(xk+1|Zk) =

∫
dxk dwk pW (wk) p(xk|Zk) δ (xk+1 − F (xk,wk)) . (4.18)

Lorsque le bruit est additif, 'est-à-dire si (4.16) se réduit à

xk+1 = M(xk) +wk , (4.19)

la onvolution des densités peut se simpli�er en

p(xk+1|Zk) =

∫
dxk pW (xk+1 −M(xk)) p(xk|Zk) . (4.20)

Dans le as partiulier où l'erreur modèle est nulle, on peut poursuivre puisqu'alors

pW (xk+1 −M(xk)) = δ(xk+1 −M(xk)) . (4.21)

Dans e as

p(xk+1|Zk) =
p
(
(Mk)

−1(xk+1)|Zk

)

|(M ′
k) ◦M−1

k (xk+1)|
, (4.22)

où les barres |O| désignent le déterminant de l'opérateur O.

4.3.2 Étape de l'analyse

Une analyse est e�etuée dès qu'une nouvelle observation est aquise. De façon générale,

l'équation d'observation est

zk = H(xk,vk) , (4.23)

où vk est un bruit de distribution quelonque. L'utilisation de la règle de Bayes onduit à

p(xk|Zk) = p(xk|zk,Zk−1) = p(zk|xk,Zk−1)
p(xk|Zk−1)

p(zk|Zk−1)
. (4.24)

C'est une version légèrement plus élaborée de la formule (4.3). p(xk|Zk−1) est supposée

onnue puisqu'il s'agit de la distribution issue du résultat de la prévision de tk−1 à tk. On
remarque que l'on a

p(zk|Zk−1) =

∫
dxk p(zk|xk,Zk−1) p(xk|Zk−1) , (4.25)

qui s'apparente don à une normalisation de la distribution de probabilité reherhée par

rapport à xk. En résumé

p(xk|Zk) =
p(zk|xk,Zk−1) p(xk|Zk−1)∫
dxk p(zk|xk,Zk−1) p(xk|Zk−1)

. (4.26)

Si l'on suppose que le bruit vk est blan alors p(zk|xk,Zk−1) = p(zk|xk), puisque la on-

naissane de p(zk|xk) est équivalent à elle du bruit blan au temps tk, qui est don

indépendant de Zk−1. Dans e as, la formule préédente se simpli�e en

p(xk|Zk) =
p(zk|xk) p(xk|Zk−1)∫
dxk p(zk|xk) p(xk|Zk−1)

. (4.27)
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4.3.3 Théorie de l'estimation et �ltre de Kalman linéaire

On se plae dans le adre des hypothèses formulées pour le �ltre de Kalman linéaire .

On herhe à montrer que dans es onditions, la théorie de l'estimation fournit e�etive-

ment les résultats du �ltre de Kalman linéaire.

Étape de la prévision : L'équation du modèle (transition de tk à tk+1) est

xk+1 = Mk xk +wk , (4.28)

où wk représente un bruit blan gaussien de ovariane Qk. On a par hypothèse

pW (xk+1 −Mkxk) =
1

(2π)n/2|Qk|1/2
exp

(
−1

2
(xk+1 −Mkxk)

T (Qk)
−1(xk+1 −Mkxk)

)
,

(4.29)

d'une part et

p(xk|Zk) =
1

(2π)n/2|Pa
k|1/2

exp

(
−1

2
(xk − xa

k)
T (Pa

k)
−1 (xk − xa

k)

)
, (4.30)

d'autre part, ave xa
k et P

a
k le résultat de l'analyse au temps tk. Il reste à aluler l'intégrale

(4.20). On est à nouveau dans la situation où l'on doit e�etuer la onvolution de deux

gaussiennes. Le alul est formellement identique à (4.6), (4.7) et (4.9). Ce qui onduit à

p(xk+1|Zk) =
1

(2π)n/2|Pf
k+1|1/2

exp

(
−1

2
(xk+1 − x

f
k+1)

T
(
P

f
k+1

)−1
(xk+1 − x

f
k+1)

)
,

(4.31)

ave

x
f
k+1 = Mkx

a
k et P

f
k+1 = MT

kP
a
kMk +Qk . (4.32)

Étape de l'analyse : Il n'y a rien de plus à prouver pour l'étape de l'analyse, puisque

ette partie de la preuve est identique à l'obtention de l'analyse BLUE par la théorie de

l'estimation, e qui a été dérit dans la setion 4.2.2.

On retrouve don bien, dans le as linéaire et de statistique de bruits gaussienne, que

la théorie de l'estimation redonne le �ltre de Kalman linéaire. Un estimateur possible est

elui du maximum de probabilité a posteriori.

4.4 Interprétation probabiliste et assimilation variationnelle

On souhaite, en utilisant l'interprétation probabiliste, montrer que le système d'assim-

ilation non-linéaire

xk+1 = Mk+1(xk) +wk

zk = Hk(xk) + vk , (4.33)

sur l'intervalle de temps [t0, tN ] aepte une formulation variationnelle 4D-Var. Les opéra-

teurs Mk et Hk ne sont pas néessairement linéaires. En�n le bruit de type erreur-modèle
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wk et les erreurs d'observation vk sont supposés blan et gaussiens d'espéranes nulles et

de matries de ovariane Qk et Rk respetivement. Leur distribution est don dans l'ordre

pW (wk) = N(0,Qk) et pV (vk) = N(0,Rk) . (4.34)

La distribution de probabilité pertinente n'est pas elle utilisée pour l'assimilation séquen-

tielle mais plut�t p(Xk|Zk) (problème du lissage bayésien), ave

Xk = {xk,xk−1, · · · ,x0} . (4.35)

Cela néessite de reprendre partiellement les aluls probabilistes de l'approhe séquentielle.

Tout d'abord la loi de Bayes donne

p(Xk|Zk) = p(Zk|Xk)
p(Xk)

p(Zk)
. (4.36)

Puisque seule la dépendane de p(Xk|Zk) en Xk nous intéresse, on se ontentera dans la

suite de p(Xk|Zk) ∝ p(Zk|Xk) p(Xk). Il est lair que

p(Xk) = p(xk,Xk−1) = p(xk|Xk−1) p(Xk−1) = p(xk|xk−1)p(Xk−1) , (4.37)

où l'on a fait appel dans la dernière identité au fait que la suite de variables aléatoires Xk

est markovienne. Mais on peut également réduire p(Zk|Xk) :

p(Zk|Xk) = p(zk,Zk−1|Xk) = p(zk|Xk) p(Zk−1|Xk)

= p(zk|xk,Xk−1) p(Zk−1|xk,Xk−1)

= p(zk|xk) p(Zk−1|Xk−1) . (4.38)

On en déduit que

p(Xk|Zk) ∝ p(Zk|Xk) p(Xk) = p(zk|xk) p(Zk−1|Xk−1) p(xk|xk−1) p(Xk−1)

∝ p(zk|xk) p(xk|xk−1) p(Zk−1|Xk−1) p(Xk−1)

∝ pV (zk −H(xk)) pW (xk −Mk(xk−1)) p(Zk−1|Xk−1) p(Xk−1) . (4.39)

Cette relation de réurrene est su�sante pour déterminer la densité p(Xk|Zk) ompte

tenu des hypothèses sur les bruits.

p(Xk|Zk) ∝




k∏

j=0

pV (zj −Hj(xj))
k−1∏

j=0

pW (xj+1 −Mj+1(xj))


 p(x0)

∝ exp


−1

2

k∑

j=0

(zj −Hj(xj))
T
R−1

j (zj −Hj(xj))

−1

2

k−1∑

j=0

(xj+1 −Mj+1(xj))
T
Q−1

j (xj+1 −Mj+1(xj))


 p(x0) . (4.40)

La densité de probabilité p(x0) dé�nit l'ébauhe de l'état du système à l'instant t0. Alors,
si l'on hoisit pour estimateur le maximum de probabilité a posteriori, on doit minimiser

l'argument de l'exponentielle. Cet argument n'est autre que la fontion de oût du for-

malisme 4D-Var. Cela justi�e don l'utilisation de ette fontionnelle dans le formalisme

4D-Var dans un adre d'une assimilation non-linéaire et étend les résultats obtenus dans

le hapitre 3. De plus, ela onstitue une manière di�érente de prouver l'équivalene du

4D-Var dans le adre linéaire ave le �ltre de Kalman linéaire.
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4.5 Filtres partiulaires (Monte Carlo)

Il est possible de onstruire des solutions numériques qui onvergent vers la solution du

problème de �ltrage bayésien , 'est à dire de la solution des équations de �ltrage exates

présentées en début de hapitre. Ces approhes numériques s'inspirent des méthodes de

Monte-Carlo. C'est-à-dire qu'une densité de probabilité est approximativement représentée

par un éhantillon disret tiré de ette densité. Plut�t que de aluler exatement la solution

des équations de �ltrage bayésien, on applique les transformations de e �ltrage (formule

de Bayes pour l'analyse, et propagation par le modèle lors de l'étape de prévision) aux

membres de l'éhantillon. Les propriétés statistiques (moments) de l'éhantillon sont alors

ensées être elles de la densité de probabilité �ltrée. Naturellement ette approhe par

éhantillonnage n'est exate que dans la limite où le nombre de membres (ou partiules)

tend vers l'in�ni.

L'algorithme le plus populaire de type Monte-Carlo permettant de résoudre les équa-

tions du �ltrage bayésien, est appelé �ltre partiulaire bootstrap [7℄. Il se déompose

ainsi.

Éhantillonnage Considérons un éhantillon de partiules {x1,x2, . . . ,xM}. La densité

de probabilité à un instant tk assoiée est pk(x) : pk(x) ≃
∑M

i=1 w
k
i δ(x − xi

k), qui se veut
une approximation de la densité exate qu'approhe l'éhantillon. À e stade, on suppose

les poids wk
i uniformes wk

i = 1/M .

Prévision À l'étape de prévision, les partiules sont propagées de façon exate par le

modèle : pk+1(x) ≃ ∑M
i=1w

k
i δ(x − xi

k+1), ave xi
k+1 = Mk+1(xk). w

k
i est un salaire qui

pondère l'importane de la partiule i dans l'ensemble.

Analyse L'analyse est remarquablement simple et élégante. L'appliation rigoureuse de

la formule de Bayes onduit à assoier à haque partiule un poids statistique orrespondant

à la vraisemblane de la partiule relativement aux données. Ainsi pour haque poids de

haque partiule

wi
k+1,+ ∝ wi

k+1,−p(yk+1|xi
k+1) . (4.41)

Re-éhantillonnage Malheureusement, es poids statistiques ont potentiellement une

très forte amplitude. Pire, au fur et à mesure du �ltrage, une partiule (trajetoire du

modèle) est séletionnée au détriment des autres. Si bien qu'un seul poids domine (wi .

1) tandis que tous les autres sont pratiquement nuls. Le �ltre partiulaire devient alors

ine�ae dans son estimation statistique. Ce phénomène est appelé dégénéresene . Un

exemple d'une telle dégénéresene est donné sur la �gure Fig.4.3, où la statistique du

maximum des poids est étudiée sur le as d'un modèle jouet météorologique à 40 et 80

variables. Dans un as de dégénéresene, le maximum atteindra fréquemment 1, alors que
dans un as équilibré (propre à l'estimation), les valeurs élevées des poids seront plus rares.

Une manière de pallier partiellement e défaut est d'e�etuer un re-éhantillonnage des

partiules en retirant un éhantillon ave des poids homogènes à partir de la distribution

en dégénéresene. Après re-éhantillonnage, les partiules ont toutes le même poids :

wk
i = 1/M .

Le shéma de prinipe du �ltre bootstrap est représenté sur la �gure Fig.4.4.
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Figure 4.3 � Sur la gauhe : distribution statistique des poids d'un �ltre bootstrap dans

un as équilibré. Le système physique est un modèle de Lorenz 1996 à 40 variables [13℄.

Sur la droite : le même �ltre partiulaire est appliqué à un modèle de Lorenz 1996, mais à

80 variables. Les poids dégénèrent.

Le �ltre partiulaire est très e�ae sur des modèles fortement non-linéaires en faible

dimension. Malheureusement, il est inadapté aux systèmes de grande taille dès que la

dimension du système dépasse 8. On est don très loin d'une situation onfortable sur les

systèmes géophysiques de grande taille. On montre ainsi qu'une absene de dégénéresene

requiert un très grand nombre de partiules. Ce nombre roît exponentiellement ave la

dimension de l'espae des états !

t t+2
p pp

t+1

observation

p
t+1
+−+ −

+

re−échantillonnage

Figure 4.4 � Shéma de prinipe du �ltre partiulaire bootstrap.

Dans l'étape de prévision, il est en réalité ruial d'introduire une perturbation stohas-

tique des états. En e�et au fur et à mesure des re-éhantillonnage l'ensemble des partiules

va s'appauvrir. Pour l'enrihir, il est don néessaire de perturber stohastiquement (ou

d'une autre façon raisonnable) les états des partiules.

En�n, s'il semble di�ile d'appliquer en l'état le �ltre partiulaire à des systèmes géo-

physiques de grande taille, des tests ont été e�etués en oéanographie [24℄ qui sont promet-

teurs pour le long terme.
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Chapitre 5

Filtres : mieux prendre en ompte la

non-linéarité

Comme on l'a mentioné, pour améliorer la performane des �ltres utilisés pour l'assim-

ilation séquentielle, on peut :

� réduire la dimensionalité du système physique.

� mieux prendre en ompte les non-linéarités du modèle physique.

Dans un adre variationnel les non-linéarités du modèle sont prises en ompte naturelle-

ment. Cela ne peut être le as dans l'approhe séquentielle, ar il est néessaire de trans-

porter (par le modèle d'évolution) les statistiques d'erreur de façon approhée. Dans le as

des �ltres dérivés de Kalman, il s'agit de propager les matries de ovarianes d'erreur.

On a vu que la stratégie du �ltre étendu onsiste à appliquer aux matries de ovariane

l'opérateur de transfert linéarisé.

Réemment, des réponses plus évoluées ont été non seulement proposées, mais aussi

implémentées opérationnellement. Les appliations les plus nombreuses ont été entreprises

pour l'oéanographie, avant que les météorologues n'y onentrent davantage leurs e�orts.

5.1 Le �ltre de Kalman d'ensemble

Le �ltre de Kalman d'ensemble a été proposé par Geir Evensen en 1994, puis orrigé

en 1998 (voir par exemple [6℄). Sa justi�ation est semi-empirique et parfois déroutante.

Néanmoins, il a fait preuve d'un grande e�aité sur des problèmes réels.

Le �ltre d'ensemble est d'abord un �ltre de Kalman, 'est-à-dire qu'il gère les statis-

tiques d'erreur jusqu'à l'ordre 2, mais pas au delà. Le �ltre de Kalman d'ensemble n'est

don pas un �ltre partiulaire omme vu dans le hapitre 4. C'est un �ltre gaussien

1

.

Cependant il emprunte la notion de partiule au �ltre partiulaire (omme d'autres

�ltres : unsented, SEIK). Plut�t que de propager une matrie de ovariane, les erreurs

sont représentés statistiquement par un nuage de points. Ces points sont propagés grâe

au modèle, sans linéarisation auune.

L'étape d'analyse est elle d'un �ltre de Kalman standard.

1. On peut montrer que dans la limite d'un grand nombre de partiules, le �ltre de Kalman d'ensem-

ble ne résoud pas le problème du �ltrage Bayésien tel qu'exposé au hapitre 4, ontrairement au �ltre

partiulaire.
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Il existe toutefois une modi�ation un peu mystérieuse (mais justi�ée [2℄) qui on-

siste à bruiter les observations pour haun des membres de l'ensemble, don de façon

non-uniforme. Comme un éhantillonnage statistique a tendane à s'appauvrir (par oales-

ene des points), on peut omprendre ela omme l'adjontion d'une partie stohastique

permettant d'enrihir l'éhantillon. L'algorithme est intuitif.
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Filtre de Kalman d'ensemble

1. Initialisation

� État du système x
f
0 et ovariane d'erreur P

f
0 .

2. Pour tk = 1, 2, · · ·
(a) Observation

� Création d'un jeu d'observations pour j = 1, .., N :

zj = z+ uj

N∑

j=1

uj = 0

� Calul de la matrie de ovariane d'erreur assoiée

R =
1

N − 1

N∑

j=1

(uj) (uj)
T

(b) Analyse

� Calul du gain K∗ = PfHT
(
HPfHT +R

)−1

� Calul de l'estimé de l'analyse pour j = 1, .., N

xa
j = x

f
j +K∗

(
zj −H(xf

j )
)

et de leur moyenne

xa =
1

N

N∑

j=1

xa
j

� Calul de la matrie de ovariane

Pa =
1

N − 1

N∑

j=1

(
xa
j − xa

) (
xa
j − xa

)T

() Prévision

� Calul de l'estimé de prévision pour j = 1, .., N x
f
j = M(xa

j )
et de leur moyenne

xf =
1

N

N∑

j=1

x
f
j

� Calul de la matrie de ovariane

Pf =
1

N − 1

N∑

j=1

(
x
f
j − xf

)(
x
f
j − xf

)T

Considérons à nouveau le as de l'osillateur non-linéaire. La performane du �ltre de

Kalman d'ensemble se visualise alors sur la �gure 5.1, pour une évolution lente du système.
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Figure 5.1 � Filtre de Kalman d'ensemble appliqué à l'osillateur anharmonique, pour

une dynamique lente.

Plaçons dans les onditions plus di�iles de l'osillateur anharmonique perturbé omme

introduit au hapitre 4 qui montrait la divergene du �ltre de Kalman étendu en l'absene

d'observations fréquentes. On se plae dans les mêmes onditions, mais en n'assimilant

qu'une obervation pour 50, puis 100 itérations. Le résultat est représenté sur la �gure 5.2

et 5.3.

Contrairement au �ltre étendu, le �ltre d'ensemble supporte une fréquene moindre.

Le défaut prinipal de e �ltre est qu'il demande un nombre important de membres. Cette

ontrainte n'est pas déelable sur l'exemple de l'osillateur qui ne omporte que deux

variables. Néanmoins ave le suès réent renontré par les arhitetures de aul parallèles

à bas oût, et inonvénient est de moins en moins sensible.

Il existe également une variante déterministe de la partie analyse du �ltre de Kalman

d'ensemble qui permet d'éviter de bruiter les observations. Cette version déterministe se

déline en une implémentation de type raine arrée , qui améliore le onditionnement

numérique, et dont les détails seront disutés au hapitre 6 dans le adre du �ltre RRSQRT.

5.2 Le �ltre de Kalman �unsented�

Le �ltre de Kalman �unsented� est e qu'aurait pu être le �ltre de Kalman d'ensemble

ave une rigueur mathématique plus poussée (une bonne revue est fournie par [26℄). Il n'est

pas ou peu onnu en géophysique. C'est pourquoi on détaille ii sa formulation.
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Figure 5.2 � Assimilation d'un osillateur anharmonique perturbé, à l'aide d'un �ltre de

Kalman d'ensemble. La fréquene d'assimilation des observations est de 50 itérations pour

une observation.

5.2.1 La transformation unsented

Propager les moments

Le problème est le suivant : onnaissant l'espérane x et la matrie de ovariane

d'une distribution Px du veteur aléatoire x, quelle est l'espérane y et la matrie de

ovariane Py de la distribution du veteur aléatoire y image de x par une transformation

(en général non-linéaire) M ? Ce problème est lié à elui de la propagation non-linéaire

des inertitudes. On suppose que le veteur aléatoire x est assez prohe d'être gaussien,

sans l'être néessairement.

L'étape de prédition du �ltre de Kalman étendu utilise la solution suivante à e prob-

lème : {
y = M(x)

Py = M ′Px (M
′)T ,

où M ′
(notée ∇M dans la suite de ette setion) est la matrie jaobienne de M en x. Ce

résultat est exat au premier ordre des perturbations autour de l'éart de l'opérateurM à la

linéarité, au voisinage de x. Pour mieux omprendre la nature de l'erreur ommise, on peut

proéder au début d'un développement systématique de y et Py. M se développe autour

de x en (développement de Taylor des omposantes de M en ses variables xi, i = 1, · · · , n.)

M l(x) = M l(x) +
(
∂xi

M l
)
(x− x)i +

1

2

(
∂xi

∂xj
M l
)
(x− x)i(x− x)j

+
1

6

(
∂xi

∂xj
∂xk

M l
)
(x− x)i(x− x)j(x− x)k + · · · , (5.1)

où la sommation sur les indies répétés est sous-entendue. Pour ondenser les notations,

on adopte des notations tensorielles, aussi bien dans l'espae de départ que elui d'arrivée.
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Figure 5.3 � Assimilation d'un osillateur anharmonique perturbé, à l'aide d'un �ltre de

Kalman d'ensemble. La fréquene d'assimilation des observations est de 100 itérations pour
une observation. Le �ltre reste stable et les performanes bonnes visuellement.

Le symbole · dénote une ontration simple, double ou triple, alors que (A)n (version

ourte de A⊗n

) représente le tenseur Ai1Ai2 · · ·Ain . On notera ∇nM le tenseur symétrique(
∂xi1

· · · ∂xin

)
M . Les indies de l'espae d'arrivée sont entièrement portés par les instanes

de M , alors que les indies de l'espae de départ sont tous onstratés. On a alors :

M(x) = M(x) +∇M · (x− x) +
1

2
∇2M · (x− x)2 +

1

6
∇3M · (x− x)3 + · · ·

De plus, on dé�nit le tenseur d'ordre 3 (skew) Sx = Ex [(x− x)i(x− x)j(x− x)k] et
le tenseur d'ordre 4 (kurtosis) Kx = Ex [(x− x)i(x− x)j(x− x)k(x− x)l]. Dans le as

partiulier d'une distribution gaussienne, le moment entré d'ordre 3 est nul Sx = 0, alors
que le moment entré d'ordre 4, omme tous les moments pairs d'ordre supérieurs s'exprime

en fontion du moment Px d'ordre 2 par

Kx = (Px)ij(Px)kl + (Px)ik(Px)jl + (Px)il(Px)jk .

Ave es notations, on a

y = Ey(y) = Ex (M(x))

= Ex

(
M(x) +

1

2
∇2M · (x− x)2 +

1

6
∇3M · (x− x)3

)
+ · · ·

= M(x) +
1

2
∇2M · Px +

1

6
∇3M · Sx + · · · , (5.2)

On notera don que la modélisation de l'étape de prédition du �ltre de Kalman étendu
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est inorrete à l'ordre deux puisqu'elle omet le terme

1
2∇2M · Px ! On a aussi

Py ≃ Ey

[
(y − y)2

]
= Ex

[
(M(x)− y)2

]

= Ex

[{
M(x) +∇M · (x− x) +

1

2
∇2M · (x− x)2 +

1

6
∇3M · (x− x)3

−
(
M(x) +

1

2
∇2M · Px +

1

6
∇3M · Sx

)}2
]

= Ex

[{
∇M · (x− x) +

1

2
∇2M ·

(
(x− x)2 − Px

)
+

1

6
∇3M ·

(
(x− x)3 − Sx

)}2
]

= ∇M · Px · (∇M) +
1

2
∇2M · Sx · ∇M +

1

2
∇M · Sx · ∇2M

+
1

4
∇2M ·

(
Kx − P 2

x

)
· ∇2M +

1

6
∇3M ·Kx · ∇M +

1

6
∇M ·Kx · ∇3M (5.3)

Cette fois-i, le terme dominant est bien elui qui est retenu dans l'algorithme du �ltre de

Kalman étendu.

Filtre étendu du seond ordre

Au vu des développements préédents, on peut envisager de perfetionner le �ltre de

Kalman étendu en proposant l'étape de propagation

{
y = M(x) + 1

2M
′′ · Px

Py = M ′Px (M
′)T ,

où M ′′ = ∇2M est le Hessien de la transformation M au point x. Le �ltre obtenu porte le

nom de �ltre de Kalman étendu du seond ordre . Il présente l'inonvénient majeur

d'être numériquement ine�ae dès que le système est de taille signi�ative ar il requiert

le alul du Hessien de la transformation (de taille L2
) !

La transformation unsented

Il existe une tehnique réente permettant de aluler numériquement y et Py et qui

tire avantage de es résultats. Elle est bien distinte de l'estimation utilisée par le �ltre de

Kalman étendu pare que

� les estimations de y et Py qu'elle fournit sont justes à l'ordre deux, omme le �ltre de

Kalman étendu du seond ordre. Plus �nement, elle permet la rédution des erreurs

ommises aux ordres supérieurs à deux.

� elle ne néessite ni le alul de la matrie jaobienne de M omme requis par le �ltre

de Kalman étendu standard, ni le alul prohibitif et gourmand du Hessien, omme

requis par le �ltre étendu du seond ordre. Cei présente un intérêt pour les systèmes

de grande taille. Toutefois, elle néessite une déomposition de Choleski dont le oût

de alul (en O(L3)) onstitue son seul véritable défaut.

Cette méthode s'appelle la transformation �unsented� , et dans ses derniers ra�ne-

ments, la transformation �unsented� a�ne (saled unsented transformation ou

SUT ).
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Représentation statistique par un ensemble de points

La transformation SUT onsiste (essentiellement) à aluler l'image par M d'un nuage

de point (dit points sigma) d'espérane x et de ovariane Px et de aluler l'espérane

et la ovariane de e nuage image, qu'on espère prohes des valeurs exates y, et Py.

Si n est la dimension de l'espae des états, le nuage de points sigma est dé�ni par

X0 = x

Xi = x+
(√

(n+ λ)Px

)
i

i = 1, · · · , n

Xi = x−
(√

(n+ λ)Px

)
i

i = n+ 1, · · · , 2n , (5.4)

où

λ = α2(n+ κ)− n .

(A)i désigne la olonne i de la matrie A. Le nuage est don onstitué de 2n+1 points. Le

hoix des paramètres α et κ sera disuté ultérieurement. À haun des points, on a�ete

un poids. Ceux-i sont dé�nis par

W
(m)
0 =

λ

n+ λ

W
(c)
0 =

λ

n+ λ
+ (1− α2 + β)

W
(m)
i = W

(c)
i =

1

2(n + λ)
i = 1, · · · , 2n ,

(5.5)

où β est un troisième paramètre, après α et κ, à préiser ultérieurement. On notera que∑2n
i=0W

(m) = 1, alors que
∑2n

i=0W
(c)
i = 1 + β + (1− α2). On obtient de suite que

2n∑

i=0

W
(m)
i Xi = x (5.6)

2n∑

i=0

W (c)(Xi − x)(Xi − x)T =

n∑

i=1

W (c)(
√

Px)i(
√

Px)
T
i = Px , (5.7)

e qui est une ondition néessaire à la bonne onstrution du nuage sigma. Une fois dé�ni

le nuage sigma, on en alule l'image par M :

Yi = M(Xi) i = 0, · · · , 2n .

Une fois obtenu le nuage image, on peut en extraire l'espérane et la matrie de ovariane

y =

2n∑

i=0

W
(m)
i Yi

Py =
2n∑

i=0

W (c)(Yi − y)(Yi − y)T . (5.8)
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On véri�e maintenant que ette transformation permet d'approher orretement les valeurs

de y et Py. On a en e�et

y =

2n∑

i=0

W
(m)
i Yi =

2n∑

i=0

W
(m)
i M(Xi)

≃
2n∑

i=0

W
(m)
i

{
M(x) +∇M · (Xi − x) +

1

2
∇2M · (Xi − x)2 +

1

6
∇3M · (Xi − x)3

}

≃ M(x) +∇M · (x− x) +
1

2
∇2M ·

2n∑

i=0

W
(m)
i (Xi − x)2 +

1

6
∇3M ·

2n∑

i=0

W
(m)
i (Xi − x)3

≃ M(x) +
1

2
∇2M · Px (5.9)

Don la propagation par le nuage sigma est juste à l'ordre 2. On note qu'elle ne rend pas

ompte du moment d'ordre 3 (qu'elle sous-estime don), et plus généralement de tous les

moments d'ordre impair. On a aussi

Py =
2n∑

i=0

W
(c)
i (Yi − y)2

≃
2n∑

i=0

W
(c)
i

(
M(x) +∇M · (Xi − x) +

1

2
∇2M · (Xi − x)2 +

1

6
∇3M · (Xi − x)3

−M(x)− 1

2
∇2 · Px

)2

≃
2n∑

i=0

W
(c)
i

(
∇M · (Xi − x) +

1

2
∇2M ·

(
(Xi − x)2 − Px

)
+

1

6
∇3M · (Xi − x)3

)2

≃ ∇M ·
(

2n∑

i=0

W
(c)
i (Xi − x)2

)
· ∇M +

1

2

(
2n∑

i=0

W
(c)
i

)
∇2M · P 2

x · ∇2M + · · ·

≃ ∇M · Px · ∇M +
1

2

(
2− α2 + β

)
∇2M · P 2

x · ∇2M + · · · (5.10)

Don la propagation par le nuage sigma est juste à l'ordre 2 également pour les moments

d'ordre deux des distributions de probabilité. On a retenu dans le développement un seul

des termes du développement à l'ordre 4. Le préfateur de e terme peut être ajusté par

le paramètre β ar e paramètre n'apparaît pas dans les autres termes du développement

à l'ordre 4. Ce qui justi�e a posteriori l'introdution de e paramètre (il n'intervient pas

avant l'ordre 4).

Ajustement des paramètres de la transformation

On hoisit κ ≥ 0 de façon à maintenir la positivité de la matrie de ovariane. On

hoisit souvent κ = 0, ar son in�uene est limitée. α ontr�le la taille du nuage (fateur

d'éhelle). Il est don important qu'il ne soit pas trop grand, de manière à ne pas prendre

en ompte des e�ets non-loaux engendrés par une forte non-linéarité. On hoisit souvent

0 ≤ α ≤ 1. Dans le as où la distribution a priori est exatement gaussienne, alors un hoix

optimum pour β est possible : β = 2.
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5.2.2 Le �ltre de Kalman �unsented�

Un fois présentées les vertus de la transformation unsented, on souhaite reprendre le

anevas du �ltre de Kalman étendu et et substituer aux aluls réursifs de matrie de

ovariane d'erreur, des transformations unsented.

On rappelle à quel type de système d'assimilation on souhaite appliquer le �ltre. Il s'agit

du système de variable d'état xk, de fontion de transition Mk, et de fontion d'observation

Hk, gouverné par

Évolution du système : xk+1 = Mk(xk) +wk E(wk) = 0 et R(wk wl) = Qkδkl

Observation : zk = Hk(xk) + vk 〈vk〉 = 0 et 〈vk vl〉 = Rkδkl (5.11)

On suppose ii que Mk et Hk sont éventuellement non-linéaires. Reprenons les étapes

prinipales du �ltre de Kalman :

Étape d'analyse

Dans l'algorithme du �ltre de Kalman étendu, on ommene l'étape d'analyse par un

alul brutal du gain de Kalman K∗
k

K∗ = PfHT
(
HPfHT +R

)−1
(5.12)

or elui-i fait intervenir H ′
k. On doit don substituer à ette linéarisation, une transfor-

mation SUT. Pour ela, on onstruit le nuage sigma orrespondant à (xf
k ,P

f
k) :

Xk =

{
x
f
k x

f
k + γ

√
P

f
k x

f
k − γ

√
P

f
k

}
,

et on alule l'image de et ensemble par la fontion d'observation Y f
k = H(Xk) qui onduit

à une espérane estimée à

y
f
k =

2L∑

j=0

W
(m)
j [Y f

k ]j

où les poids W sont eux la transformation SUT. Deux moments du seond ordre utiles

peuvent être onstruits à partir du nuage image

P Y Y
k =

2L∑

j=0

W
(c)
j

(
[Y f

k ]j − yfk

)(
[Y f

k ]j − yfk

)

PXY
k =

2L∑

j=0

W
(c)
j

(
[Xf

k ]j − xfk

)(
[Y f

k ]j − yfk

)

Il est lair que la tradution de l'expression gain de Kalman en fontion de eux deux

matries de ovarianes est

K∗
k = PXY

k

(
P Y Y
k +Rk

)−1

Dans la suit, on absorbe Rk dans la dé�nition de P Y Y
k de sorte que K∗

k = PXY
k

(
P Y Y
k

)−1
.

L'estimé de l'analyse s'en déduit simplement

xak = xfk +K∗
k

(
yk − yfk

)
,
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tandis que la matrie de ovariane d'erreur d'analyse s'érit

P a
k = P f

k −K∗
k

(
PXY
k

)T
,

qui est la tradution sans surprise de la formule utilisée dans le �ltre de Kalman étendu

P a
k =

(
I −K∗

kH
′
k

)
P f
k .

Étape de propagation

Dans l'étape de propagation, 'est la non-linéarité deMk qui est un obstale. La formule

xfk+1 = Mk (x
a
k) doit être remplaée une transformation SUT. On onstruit don un nuage

de points sigma assoiés à (xak, P
a
k )

Xa
k =

{
xak xak + γ

√
P a
k xak − γ

√
P a
k

}
,

que l'on propage à travers Mk, X
f
k = M (Xa

k ). On peut don en déduire un l'estimé de

prévision

xfk =

2L∑

j=0

W
(m)
j [Yk]j ,

et la matrie de ovariane d'erreur de prévision

P f
k =

2L∑

j=0

W
(c)
j

(
[Xf

k ]j − xfk

)(
[Xf

k ]j − xfk

)
+Qk .

Complexité de l'algorithme

Résumé

Le �ltre de Kalman unsented est dérit synthétiquement dans la �gure Fig. 5.2.2.
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Filtre de Kalman �unsented� (UKF)

1. Initialisation

� État du système xf0 et ovariane d'erreur P f
0 .

2. Pour tk = 1, 2, · · ·
(a) Analyse

� Calul d'un nuage de points sigma

Xk =

{
xfk xfk + γ

√
P f
k xfk − γ

√
P f
k

}

� Calul de l'image du nuage par l'observation Y f
k = H(Xk)

et de son espérane

yfk =

2L∑

j=0

W
(m)
j [Y f

k ]j

� Calul du gain K∗
k = PXY

k

(
P Y Y
k

)−1
ave

P Y Y
k =

2L∑

j=0

W
(c)
j

(
[Y f

k ]j − yfk

)(
[Y f

k ]j − yfk

)
+Rk

PXY
k =

2L∑

j=0

W
(c)
j

(
[Xf

k ]j − xfk

)(
[Y f

k ]j − yfk

)

� Calul de l'estimé de l'analyse xak = xfk +K∗
k

(
yk − yfk

)

� Calul de la matrie de ovariane d'erreur d'analyse

P a
k = P f

k −K∗
kP

Y Y
k (K∗

k)
T = P f

k −K∗
k

(
PXY
k

)T

(b) Prévision

� Calul d'un nouveau nuage de points sigma

Xa
k =

{
xak xak + γ

√
P a
k xak − γ

√
P a
k

}

� Propagation du nuage Xf
k = M (Xa

k )
� Calul de l'estimé de prévision

xfk =
2L∑

j=0

W
(m)
j [Yk]j

� Calul de la matrie de ovariane d'erreur de prévision

P f
k =

2L∑

j=0

W
(c)
j

(
[Xf

k ]j − xfk

)(
[Xf

k ]j − xfk

)
+Qk

Figure 5.4 � Le �ltre de Kalman unsented.
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Chapitre 6

Appréhender la grande taille des

systèmes : �ltres réduits

Lorsque la dimensionalité de l'espae des états est très grande, il n'est plus possible

d'appliquer les tehniques séquentielles. La dimension d'un système géophysique peut être

onsidérable. Dans le as d'un système de prévision de la qualité de l'air, si l'on onsidère

que le modèle numérique omporte 6400 mailles spatiales (80×80) et 60 espèes, on arrive

à une dimension de 300.000. Il alors di�ile de manipuler des matries de ovarianes d'er-

reur, enore plus de les propager. Cependant, à un instant donné, la physique du problème

n'est ontr�lée que par un nombre limité de variables (ou ombinaisons de variables). Dans

le as d'un modèle de qualité de l'air, seules quelques espèes déterminent le omportement

loal du système à un instant donné. On peut alors faire l'hypothèse que les statistiques

d'erreur signi�atives sont données par elles portant sur es quelques degrés de liberté (les

modes réduits). Enore faut-il les identi�er.

On imagine que l'idée est transposable à un �ltre de Kalman, à la ondition que l'on

sahe l'appliquer à es modes réduits.

Dans ette optique, il faut également être apable d'enrihir stohastiquement le sys-

tème ar la base des modes réduits doit pouvoir évoluer sans ontraintes trop fortes. Le

risque est que es modes, s'ils dégénèrent, ne sous-tendent plus la fration de l'espae des

états dans lequel évolue le système dynamique réel.

6.1 Le �ltre RRSQRT

Le �ltre RRSQRT est une réponse naturelle à e problème. Outre le problème de la di-

mensionalité, le problème du alul et de la propagation des matries de ovariane d'erreur

est ontourné. En e�et les diretions prinipales des matries d'erreur seront représentés

par les modes réduits. De sorte que l'aent (propagation, enrihissement) est mis sur les

modes et non les matries.

On onsidère don un espae des états de dimension n. L'état du système initial est

x
f
0 , auquel on assoie une matrie de ovariane d'erreur P

f
0 . On suppose que l'on réalise

une déomposition en modes prinipaux de P
f
0 : P

f
0 ≃ S

f
0(S

f
0 )

T
, où S

f
0 est une matrie

n×m de veteurs olonnes les m premiers modes prinipaux de P
f
0 . L'ébauhe sur l'erreur

a don été réduite. Plut�t que de raisonner sur la matrie P
f
0 , nous raisonnons sur ses
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modes Sf
0 , et également sur la transposition de es modes dans l'espae des observations

Ψ =
(
HkS

f
k

)T
. Hk est soit l'opérateur d'observation lorsque elui-i est linéaire, ou bien

son linéaire tangent. Cette opérateur apparaît naturellement lorsqu'on onsidère le gain de

Kalman que l'on doit aluler lors de l'étape d'analyse.

K∗
k = P

f
kH

T
k

(
HkP

f
kH

T
k +Rk

)−1

= S
f
k

(
S
f
k

)T
HT

k

(
HkS

f
k

(
S
f
k

)T
HT

k +Rk

)−1

= S
f
k

(
HkS

f
k

)T ((
HkS

f
k

)(
HkS

f
k

)T
+Rk

)−1

. (6.1)

Le gain de Kalman, alulé dans l'étape d'analyse s'exprime alors simplement à l'aide de

la matrie ΨT
de taille p×m

K∗
k = S

f
kΨ
(
ΨTΨ+Rk

)−1
. (6.2)

L'estimé de l'analyse xa
k s'obtient à l'aide de e gain et de la formule normale.

Qu'advient-il de la formule permettant d'en déduire la matrie de ovariane d'analyse

Pa
k ? On a :

Pa
k = (I −K∗

kHk)P
f
k

=
(
I− S

f
kΨ
(
ΨTΨ+Rk

)−1
Hk

)
S
f
k

(
S
f
k

)T

= S
f
k

(
I−Ψ

(
ΨTΨ+Rk

)−1
ΨT
)(

S
f
k

)T
(6.3)

De ette dernière expression, on tire que la matrie (raine) de ovariane d'analyse peut

s'obtenir au moyen de

Sa
k = S

f
k

(
I−Ψ(ΨTΨ+Rk)

−1ΨT
)1/2

, (6.4)

et non par un alul diret sur les matries de ovarianes. Le alul de la raine peut

sembler oûteux numériquement. Il n'en est rien puisque Ψ est de taille réduite m× p, et
que I−Ψ(ΨTΨ+Rk)

−1ΨT
est de taille m×m. De plus le onditionnement de la matrie

raine est meilleur que elle de la matrie de départ (raine du onditionnement originel).

Cei assure une meilleure préision numérique.

Après l'analyse, on herher à réduire la dimension du systèmes en diminuant le nombre

de modes de m à m − q. Pour ela, on diagonalise Sa
k
TSa

k = VΛVT
. On ne retient alors

de la matrie de passage V que les veteurs assoiés au m− q premiers modes (m− q plus

grandes valeurs propres de Λ), rangés dans Ṽ. Puis Sa
k est réduit à Sa

kṼ.

À l'étape de prévision, l'estimé de prévision est propagé x
f
k+1 = Mk+1(x

a
k). La matrie

raine Sa
k est propagée à l'aide du modèle tangent. Étape ruiale, elle est ensuite élargie

en ajoutant q modes que l'on impute à l'erreur modèle. La matrie des modes augmentée

est alors de la forme

S
f
k+1 = [M ′

k+1S̃
a
k,Tk] , (6.5)

Introdution aux méthodes de l'assimilation de données



6.2 Le �ltre SEEK 85

et omporte m modes. On peut alors reommener le yle d'assimilation.

Ce type de �ltre a en partiulier été développé et utilisé en qualité de l'air ou le nombre

d'espèes himiques à suivre augmente signi�ativement la taille du système (on pourra

onsulter la thèse d'Arjo Segers à e sujet [17℄).

6.2 Le �ltre SEEK

Le �ltre SEEK a été introduit par Dinh Tuan Pham en 1996 [15℄. En deux mots,

il s'agit d'un �ltre réduit déduit du �ltre de Kalman étendu. Par souis de simpliité, on

pourra don se restreindre au as du �ltre de Kalman linéaire, le �ltre étendu lui étant

formellement analogue. Il repose sur la stagnation ou la déroissane du rang des matries

de ovarianes d'erreur, propriété avérée ou forée selon le as.

6.2.1 Filtre sans erreur modèle

Dans un premier temps, on suppose que le modèle utilisé est parfait. On rappelle

qu'alors les équations d'évolution des matries de ovariane d'erreur s'érivent

Pa
k = (I−K∗

kHk)P
f
k P

f
k+1 = Mk+1P

a
kM

T
k+1 . (6.6)

Il résulte de es formules que le rang de P f
k (noté r = rang

(
P

f
k

)
) est une fontion dérois-

sante de tk, puisque, in �ne, la réurrene est de la forme P
f
k+1 = Ak P

f
k Bk. Par on-

séquent, si le rang de la matrie de ovariane initiale est faible omparé à la dimension

n de l'espae des états, il le restera. C'est l'idée de départ du �ltre SEEK pour Singular

Evolutive Extended Kalman . Cela tient à e que l'erreur est portée par les r diretions

prinipales de P a
k , que l'analyse réduit les erreurs assoiées à es seules diretions et que

la propagation ne fait que modi�er es diretions sans en réer de nouvelles.

Comme toute matrie symétrique positive, Pa
k peut se diagonaliser en P

f
k = VkΛkV

T
k ,

ave Λk une matrie diagonale à oe�ient positifs ou nuls de taille n × n, et Vk une

matrie orthogonale de taille n × n, dérivant les diretions prinipales d'erreur. Puisque

rang

(
P

f
k

)
≤ r, on peut érire Vk = [Lk ∗] et Λk =

[
Uk 0
0 0

]
, ave Lk une matrie de

taille n× r, et Uk une matrie symétrique positive de taille r× r, qui pourra, par la suite

ne pas être diagonale. Sous ette forme, la déomposition Pa
k = VkΛkV

T
k n'est don pas

néessairement unique, mais elle existe dans tous les as. On a

P
f
k = VkΛkV

T
k = [Lk ∗]

[
Uk 0
0 0

] [
LT
k

∗

]
= [LkUk 0]

[
LT
k

∗

]
= LkUkL

T
k . (6.7)

Analyse

Il résulte de Pa
k = (I−K∗

kHk)P
f
k et de P

f
k = LkUkL

T
k que Pa

k s'érit

Pa
k = LkU

f
kL

T
k − LkU

f
kL

T
kH

T
k

[
HkLkU

f
kL

T
kH

T
k +Rk

]−1
HkLkU

f
kL

T
k

= Lk

(
U

f
k −U

f
kL

T
kH

T
k

[
HkLkU

f
kL

T
kH

T
k +Rk

]−1
HkLkU

f
k

)
LT
k . (6.8)
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Filtre de Kalman Réduit (RRSQRT)

1. Initialisation

� État du système x
f
0 et ovariane d'erreur P

f
0 .

� Déomposition : Qk = TkT
T
k et P

f
0 = S

f
0S

f
0

T
.

2. Pour tk = 1, 2, · · ·
(a) Analyse

� Calul du gain

Ψ =
(
HkS

f
k

)T
, K∗

k = S
f
kΨ
(
ΨTΨ+Rk

)−1

� Calul de l'estimé de l'analyse

xa
k = x

f
k +K∗

k

(
zk −Hk(x

f
k)
)

� Calul du nuage statistique

Sa
k = S

f
k

(
I−Ψ(ΨTΨ+Rk)

−1ΨT
)1/2

� Sa
k possède m modes.

(b) Rédution

� Diagonalisation VΛVT = Sa
k
TSa

k

� Rédution du nuage S̃a
k = Sa

kṼ

� S̃a
k possède m− q modes.

() Prévision

� Calul de l'estimé de prévision x
f
k+1 = Mk+1(x

a
k)

� Calul du nuage statistique

S
f
k+1 = [M ′

k+1S̃
a
k,Tk]

� S
f
k+1 possède m modes.
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Par onséquent, un hoix possible de déomposition de Pa
k est Pa

k = LkU
a
kL

T
k ave

Ua
k = U

f
k −U

f
kL

T
kH

T
k

[
HkLkU

f
kL

T
kH

T
k +Rk

]−1
HkLkU

f
k . (6.9)

Par onséquent, l'analyse ne modi�e pas l'espae vetoriel engendré par les diretions prin-

ipales des erreurs. Toutefois, les diretions elles-même hangent en général. Dans le as où

U
f
k est inversible, e qui est le as sauf si le rang de Pk a été réduit (auquel as, on peut

la déomposer à nouveau), la tradution de (Pa
k)

−1 =
(
P

f
k

)−1
+HT

kR
−1
k HT

k (adaptation

de Eq.(1.25)) est

(Ua
k)

−1 =
(
U

f
k

)−1
+ LT

kH
T
kR

−1
k HkLk , (6.10)

qui traduit l'additivité des matries de on�anes dans une base réduite. La formule don-

nant l'estimé de l'analyse fait toujours intervenir le gain de Kalman K∗
k,

xa
k = x

f
k +K∗

k

(
zk −Hk(x

f
k)
)
. (6.11)

Ce dernier s'obtient assez simplement puisque l'on a déjà obtenu Pa
k :

K∗
k = Pa

kH
T
kR

−1
k . (6.12)

Propagation

Il résulte de P
f
k+1 = Mk+1P

f
aM

T
k+1 et de Pa

k = LkU
a
kL

T
k que P

f
k+1 s'érit

P
f
k+1 = Mk+1LkU

a
kL

T
kM

T
k+1 , (6.13)

qui suggère la déomposition P
f
k+1 = LkP

a
kL

T
k ave

U
f
k+1 = Ua

k , (6.14)

et la propagation des diretions de Lk :

Lk+1 = Mk+1Lk . (6.15)

Dans l'étape d'analyse, l'espae engendré par les r premières diretions prinipales ne

hange pas, alors que la matrie de ovariane réduite est modi�ée. C'est tout le ontraire

dans l'étape de propagation.

6.2.2 Filtre ave erreur modèle

Revenons maintenant au as plus général où le modèle est imparfait. Dans e as la

propagation de la matrie de ovariane d'erreur s'érit P
f
k+1 = Mk+1P

a
kM

T
k+1 +Qk.

Il est don lair que le rang de P
f
k+1 peut être supérieur à elui de Pa

k. Et il ne plus y

avoir rédution du �ltre sans approximation. La solution la plus naturelle et la plus simple

pour réduire le rang est de projeter Qk en ΠkQkΠk où Πk est la projetion orthogonale sur

l'espae engendré par les veteurs-olonnes de Lk. C'est-à-dire qu'on ne retient de l'erreur
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modèle que sa omposante agissant dans le sous-espae sur lequel agit P a
k . Cette projetion

s'érit

Πk = Lk

(
LT
kLk

)−1
LT
k (6.16)

où LT
kLk, matrie arrée de taille r × r est inversible ar Lk est de rang r (les veteurs

olonnes de Lk sont indépendants). La propagation approhée de l'erreur s'érit don

P
f
k+1 ≃ Mk+1P

f
kM

T
k+1 +Πk+1QkΠk+1

= Mk+1Lk

(
Ua

k + (LT
k+1Lk+1)

−1LT
k+1QkLk+1(L

T
k+1Lk+1)

−1
)
LT
kM

T
k+1 ,(6.17)

et don

U
f
k+1 = Ua

k + (LT
k+1Lk+1)

−1LT
k+1QkLk+1(L

T
k+1Lk+1)

−1 , (6.18)

ave toujours

Lk+1 = Mk+1Lk . (6.19)

Cette fois-i, la matrie de ovariane réduite est également a�etée.

Pourquoi peut-on réduire ?

Le système dynamique (modèle diret), ampli�e les erreurs assoiées à un sous-espae

Ak de l'espae tangent à l'espae modèle, tandis que les erreurs assoiées au omplémen-

taire de et espae sont atténuées. Si le rang de la matrie de ovariane des erreurs est

supérieur à la dimension de Ak, alors on peut espérer que le système dynamique se hargera

d'atténuer toutes les erreurs ommises et non orrigées dans l'espae omplémentaire à Ak.

6.3 Le �ltre SEIK

Le �ltre SEIK a été introduit par Dinh Tuan Pham dans [14℄. Il s'agit d'un �ltre ré-

duit du �ltre de Kalman étendu du seond ordre. On peut le voir omme une amélioration

du �ltre SEEK, en vue de l'appliquer à des systèmes signi�ativement non-linéaires. Son

squelette est elui du �ltre SEEK. L'aronyme SEIK signi�e Singular evolutive inter-

polated Kalman . Cela se omprend puisqu'il s'agit de substituer à la linéarisation opérée

dans le �ltre de Kalman étendu (et don aussi dans le �ltre SEEK), une interpolation sur

un éhantillon d'états bien hoisis que l'on propage dans l'étape de prévision.

6.3.1 Filtre sans erreur modèle

Comme pour le �ltre SEEK, on ommene par envisager le as, où l'erreur modèle est

absente.

Tirage exat au seond ordre

Le �tirage exat au seond ordre� répond aux même objetifs que la transformation

unsented (onfère setion 5.2.1). Il s'agit de trouver un éhantillon, omposés de r + 1
veteurs {Xi}1≤i≤r+1, dont la moyenne soit égale à un veteur donné X et la matrie de

ovariane empirique soit égale à une matrie donnée P de rang r.

X =
1

r + 1

r+1∑

i=1

Xi P =
1

r + 1

r+1∑

i=1

(Xi −X) (Xi −X)T . (6.20)
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Filtre SEEK (Singular Evolutive Extended Kalman)

1. Initialisation

� État du système x
f
0 et ovariane d'erreur P

f
0 .

� Diagonalisation P
f
0 = L0U

f
0L

T
0 .

2. Pour tk = 1, 2, · · ·
(a) Analyse

� Calul de la matrie de ovariane réduite

(Ua
k)

−1 =
(
U

f
k

)−1
+ LT

kH
T
kR

−1
k HkLk

� Calul du gain K∗
k = LT

kU
a
kL

T
kH

T
kR

−1
k

� Calul de l'estimé de l'analyse

xa
k = x

f
k +K∗

k

(
zk −Hk(x

f
k)
)

(b) Prévision

� Calul de l'estimé de prévision x
f
k+1 = Mk+1(x

a
k)

� Calul des veteurs engendrant l'espae des diretions prinipales

Lk+1 = Mk+1Lk

� Calul de la matrie de ovariane réduite

U
f
k+1 = Ua

k + (LT
k+1Lk+1)

−1LT
k+1QkLk+1(L

T
k+1Lk+1)

−1
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Une telle onstrution néessite au moins r + 1 veteurs ar rang(P ) = dimVe{Xi} − 1.
Contrairement à la version unsented, on souhaite que ette solution soit aléatoire, a�n

d'éviter de privilégier des diretions.

On se donne don X et P . On réalise d'abord une déomposition de Choleski de la

matrie P , sous la forme P = CCT
, où C est une matrie triangulaire supérieure de taille

r × r. Puis on onstruit une matrie orthogonale de taille (r + 1)× (r + 1) de la forme

Ω̃ = [ω Ω] ave ωT =
1√
r + 1

(1, 1, · · · , 1) , (6.21)

et Ω est par onséquent une matrie de taille (r + 1) × r dont les veteurs-olonnes sont

mutuellement orthogonales et toutes orthogonales à ω. Le fait que Ω̃ soit un opérateur

orthogonal se traduit par

Ir+1 = Ω̃T Ω̃ =

[
ωT

ΩT

] [
ω Ω

]
=

[
ωTω ωTΩ
ΩTω ΩTΩ

]
(6.22)

On déduit que ΩTΩ = Ir et que ω
TΩ = ΩTω = 0. Alors on a en partiulier la fatorisation

P = CΩTΩCT = (CΩT )(CΩT )T . (6.23)

qui suggère de dé�nir les veteurs pour i = 1, · · · r + 1

Xi = X +
√
r + 1C(Ωi)

T , (6.24)

où Ωi est ii le i−ème veteur ligne de la matrie Ω. On a alors

1

r + 1

r+1∑

i=1

Xi =
1

r + 1

r+1∑

i=1

(
X +

√
r + 1C(Ωi)

T
)
= X +

1√
r + 1

C

(
r+1∑

i=1

Ωi

)T

= X +
1√
r + 1

C
(
ωTΩ

)
= X . (6.25)

On a aussi

1

r + 1

r+1∑

i=1

(Xi −X) (Xi −X)T =
r+1∑

i=1

(
C(Ωi)

T
) (

CT (Ωi)
T
)T

= C

(
r+1∑

i=1

(Ωi)
TΩi

)
CT

= CΩTΩCT = P . (6.26)

Analyse

Comme pour le �ltre SEEK l'estimé de l'analyse est donné par

xa
k = x

f
k +K∗

k

(
zk −Hk(x

f
k)
)
. (6.27)

A�n d'éviter la linéarisation de l'opérateur d'observation Hk, le gain de Kalman n'est plus

K∗
k = LT

kU
a
kL

T
kH

T
kR

−1
k , (6.28)
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mais est remplaé par

K∗
k = LT

kU
a
k (Hk � Lk)

T
R−1

k , (6.29)

ave

Hk � Lk =
[
Hk(Lk)1 · · · Hk(Lk)r

]
. (6.30)

Il en va de même pour l'atualisation de la matrie de ovariane d'erreur réduite qui doit

prendre la forme

(Ua
k)

−1 =
(
U

f
k

)−1
+ (Hk � Lk)

T
R−1

k (Hk � Lk) . (6.31)

Propagation

L'étape de propagation ommene par un ré-éhantillonnage, faisant appel au tirage

exat du seond ordre (onfère setion 6.3.1). On dispose de la moyenne xa
k et de la matrie

de ovariane Pa
k = LkU

a
kL

T
k , qui est de taille n × n mais de rang r. On utilise alors une

déomposition (aléatoire) possible de Ua
k qui s'érit

Ua
k = CkΩ

T
kΩkC

T
k . (6.32)

Alors les états interpolés sont de la forme

(xa
k)i = xa

k +
√
r + 1LkCk−1(Ωk)

T
i (6.33)

ave (Ωk)i la ième ligne de Ωk. Il est néessaire d'en onstruire au moins r+1, pour obtenir
une matrie de ovariane empirique de rang r. Les r + 1 états (xak)i sont inlus dans

l'espae a�ne xak+Lk. Ce sont don des ombinaison linéaires (ou états �interpolés�) des n
préédents veteurs (d'où l'appellation SEIK). Une fois onstruits, on peut les propager :

(
x
f
k+1

)
i
= Mk+1 (x

a
k)i , (6.34)

e qui onduit à la moyenne

x
f
k+1 =

1

r + 1

r+1∑

i=1

(
x
f
k+1

)
i
, (6.35)

et à la matrie de ovariane

P
f
k+1 =

1

r + 1

r+1∑

i=1

[(
x
f
k

)
i
− x

f
k+1

] [(
x
f
k+1

)
i
− x

f
k+1

]T
(6.36)

Il apparaîtra plus tard qu'il n'est pas néessaire de aluler x
f
k+1 et P

f
k+1. Des andidats

naturels pour les olonnes de la matrie Lk seraient don les

(
x
f
k

)
i
−x

f
k . Cependant, ils sont

au nombre de r + 1, pour r olonnes. Il est don néessaire d'en éliminer un en adaptant

la formule Eq.(6.36). L'astue onsiste à introduire la matrie onstante T dé�nie par

T =

[
Ir

0

]
− 1√

r + 1

[
ω · · · ω

]
(6.37)
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De sorte que

P
f
k+1 = Lk+1

[
(r + 1)TTT

]−1
LT
k+1 , (6.38)

ave

Lk =
[
(xf

k)1 · · · (xf
k)r+1

]
T , (6.39)

qui est une matrie n× r onstituée des r veteur-olonnes reherhées. Une formule simi-

laire à elle du �ltre a don été obtenue pour la matrie de ovariane d'erreur de prédition.

La matrie de ovaraine d'erreur réduite doit don être initialisée après la propagation à

U
f
k+1 = (r + 1)TTT . (6.40)

6.3.2 Filtre ave erreur modèle

On proède ave le �ltre SEIK omme on a fait pour le �ltre SEEK. C'est-à-dire que

l'on projette l'erreur modèle le long des diretions prinipales

U
f
k+1 = (r + 1)TTT+ (LT

k+1Lk+1)
−1LT

k+1QkLk+1(L
T
k+1Lk+1)

−1 . (6.41)

6.4 Le �ltre UKF raine (SRUKF)
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Filtre SEIK (Singular Evolutive Interpolated Kalman)

1. Initialisation

� État du système x
f
0 et ovariane d'erreur P

f
0 .

� Diagonalisation P
f
0 = L0U

f
0L

T
0 .

2. Pour tk = 1, 2, · · ·
(a) Analyse

� Calul de la matrie de ovariane réduite

(Ua
k)

−1 =
(
U

f
k

)−1
+ (Hk � Lk)

T
R−1

k (Hk � Lk)

� Calul du gain K∗
k = LT

kU
a
k

(
HT

k � Lk

)
R−1

k

� Calul de l'estimé de l'analyse

xa
k = x

f
k +K∗

k

(
zk −Hk(x

f
k)
)

(b) Prévision

� Tirage exat du seond ordre à partir de xak et Ua
k

(xa
k)i = xa

k +
√
r + 1LkCk−1(Ωk)

T
i

� Propagation (
x
f
k+1

)
i
= Mk+1 (x

a
k)i

� Calul des nouvelles diretions

Lk+1 =
[ (

x
f
k+1

)
1

· · ·
(
x
f
k+1

)
r+1

]
T

� Calul de la matrie de ovariane d'erreur réduite

U
f
k+1 = (r + 1)TTT+ (LT

k+1Lk+1)
−1LT

k+1QkLk+1(L
T
k+1Lk+1)

−1
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Chapitre 7

Quelques problèmes et solutions

7.1 Linéarisation, boule interne et méthode inrémentale

7.2 Sous-estimation des erreurs et in�ation

7.3 Sous-éhantillonage et loalisation
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Dans ette partie est introduite la problématique de la modélisation inverse en géo-

physique. Les idées prinipales sont présentées sur un exemple simpli�é d'assimilation de

radianes satellitaires dans l'infra-rouge. Le mauvais onditionnement des opérateurs d'in-

version est souligné et on évoque des remèdes à e problème, dont la régularisation. La

notion de quanti�ation de l'information extraite des données est exposée sommairement.

La présentation suit étroitement elle de Clive Rodgers [16℄.
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Chapitre 8

La modélisation inverse en

géophysique : exemple de

l'assimilation de radianes et

onepts assoiés

Dans e hapitre, quelques idées lés assoiées aux problèmes inverses en géophysique

sont présentées. Le problème sera très progressivement introduit dans le adre de l'assim-

ilation de données satellitaires (de l'inversion de radianes en partiulier). Le problème

physique sera d'abord posé : quelques notions du transport radiatif seront rappelées (ré-

sumées de [18℄). Une fois le problème posé, quelques onepts propres à la modélisation

inverse seront introduits. La notion de ontenu en information sera également développée :

onditionnement, degrés de liberté et mesure du ontenu en information. Dans le domaine

appliatif de la physique atmosphérique, les ouvrages [16, 5℄ onstituent des référenes im-

portantes. D'autres monographies, plus mathématiques, omme [9, 25℄ peuvent également

être onsultées. Les problèmes inverses sont également étudiés en physique de la Terre

solide [20, 21℄. Le anevas suivi est fortement inspiré des premiers hapitres de l'exellente

monographie de Clive Rodgers [16℄.

8.1 Le sondage de l'atmosphère : la physique

Une appliation de la mesure par satellite est le sondage de l'atmosphère, pour en

en explorer le pro�l en température, en humidité, ou bien en déterminer la distribution

des gaz traes (omme l'ozone). Or les instruments d'un satellite mesurent en général des

radianes dans di�érentes longueurs d'ondes, mais n'e�etuent pas de mesures in situ. Ils

sont en orbite à des altitudes bien supérieures au sommet de l'atmosphère (environ 100

km), de 400 à 800 km pour les orbites basses (satellites dé�lants) jusqu'à 36000 km pour les

plate-formes géostationnaires. Il est don néessaire de remonter aux quantités inaessibles

diretement (olonnes, pro�ls). Cela onstitue un problème inverse.

Nous allons onsidérer la simpli�ation d'un problème typique de sondage atmosphérique :

la reonstrution d'un pro�l de température à partir de mesures de radianes e�etuées

par un sondeur NADIR (opérant dans l'infrarouge). Nous n'introduirons que les notions
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néessaires à une exposition ironstaniée du problème inverse.

8.1.1 Pro�l vertial de température dans l'atmosphère

En partant du sol, la première ouhe atmosphérique onséquente est la troposphère.

Son épaisseur varie de 8 kms au dessus des p�les à 18 kms au dessus de l'équateur. Les

minima de température sont de 220 K au dessus des p�les et 190 K au dessus de l'équateur

dans ette ouhe. Le gradient moyen de température est de −6.5 K par km.

Au sommet de la troposphère se trouve la tropopause qui mène à la stratosphère. Cette

dernière s'étend jusqu'à 50 kms d'altitude. La température y est onstante, puis roissante,

jusqu'à atteindre des températures typiques de 270 K. Cette augmentation est ausée par

la photolyse de l'ozone et de l'oxygène moléulaire par le rayonnement ultraviolet. Le pi

de température est atteint à la stratopause.

Vient ensuite la mésosphère jusqu'à 86 kms. La température y est déroissante jusqu'à

170 K. Au delà, dans la thermosphère et l'ionosphère, les espèes sont très diluées (typ-

iquement 1013 mol/m

3
, ontre 1019 mol/m

3
au niveau de la mer) voire ionisées. Il n'y a

plus d'équilibre thermodynamique et la notion de température est abstraite.

Les espèes majoritaires (N2 et O2) présentent un rapport de mélange uniforme jusqu'à

une altitude de 90 kms (homéosphère). C'est pourquoi on peut onsidérer que du point de

vue himique l'atmosphère se termine à une altitude d'environ 100 kms.
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8.1.2 Proessus radiatifs dans l'atmosphère et dé�nition des radianes

Les proessus radiatifs sont ruiaux pour la dynamique de l'atmosphère. Le rayon-

nement solaire est de loin le premier forçage de l'atmosphère. Le pro�l de température

est déterminé par le �ux reçu mais aussi par l'ensemble des proessus physiques faisant

intervenir, diretement ou indiretement, e rayonnement. Les espèes himiques interagis-

sent ave le rayonnement au niveau moléulaire par trois voies prinipales : l'absorption,

la di�usion et l'émission.
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Toute théorie de transfert radiatif doit don rendre ompte de ses proessus physio-

himiques.

Le rayonnement reçu par un déteteur (en partiulier les instruments d'un satellite) est

appelé radiane . Comme la notion de rayonnement est diretionnelle, la dé�nition de la

notion de radianes n'est pas immédiate. En voii don un résumé suint.

On rappelle qu'un angle solide dΩ orrespond à une surfae de la sphère de rayon unité

déoupée par un �ne de sommet le entre de la sphère. Un angle solide est exprimé en

stéradians. Lorsque la surfae intersetée orrespond à la sphère omplète, alors Ω = 4π.
Pour un angle solide in�nitésimal, on a :

dΩ = sin θdφdθ , (8.1)

où θ est l'angle zénithal et φ est l'angle azimutal.

Considérons l'énergie reçue par l'élément d'aire dA pendant l'intervalle de temps dt,
dans la partie du spetre [λ, λ+ dλ] en provenane de l'angle solide dΩ :

dEλ = Iλ · dt · dλ · dΩ · cos θ · dA . (8.2)

Cei dé�nit la radiane Iλ.

8.1.3 Quanti�ation du rayonnement et rayonnement du orps noir

On rappelle que les niveaux életroniques d'un atome sont quanti�és. Les niveaux de

l'atome d'hydrogène sont de la forme E = −E0/n
2
ave E0 = 13, 6 eV et n l'indie entier

du niveau életronique. Pour les moléules omposées de plusieurs atomes se rajoutent

de nouveaux niveaux énergétiques. Ils orrespondent à des degrés de liberté moléulaires,

omme la rotation.

Selon le prinipe de quanti�ation du rayonnement, le rayonnement ne peut interagir

ave un atome que par l'intermédiaire de es niveaux. Ce qui a onduit Plank à érire

△E =
hc

λ
= hν , (8.3)

où h = 6.63 × 10−34
J s est la onstante de Plank, c = 3 × 108 ms

−1
est la vitesse de

la lumière, et ν est la fréquene du rayonnement assoiée à la longeur d'onde λ. Toutefois
les raies dans le spetre de es espèes himiques ne sont pas néessairement �nes ar elles

peuvent être élargies par di�érents proessus dynamiques (e�et Doppler).

Une onséquene des prinipes de la physique quantique et de la physique statistique

est le rayonnement de orps noir. À l'équilibre thermodynamique, le maximum d'énergie

qu'un orps peut émettre par unité de surfae et de temps (et par unité de longueur d'onde)

est l'énergie émise par e que l'on appelle le orps noir :

B(λ, T ) =
8πhc

λ5

1

e
ch

λkT − 1
, (8.4)

où k = 1.38 × 10−23
JK

−1
est la onstante de Boltzmann. En première approximation,

le Soleil, omme la Terre, peuvent être onsidérés omme des orps noir, et leur spetre

approhé par la distribution de Plank.

À température �xée T , B(λ, T ) a un maximum en λmax = 2.90 × 106/T , exprimée

en nanomètres si T est en Kelvin. C'est la loi de déplaement de Wien : un orps haud
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rayonne plut�t dans les ourtes longueurs d'ondes. Le �ux total d'énergie radiative émis

par le orps noir est

B(T ) =

∫ ∞

0
dλB(λ, T ) = σT 4

(8.5)

C'est la loi de Stefan-Boltzmann.

Deux exemples essentiels de distribution de Plank sont donnés par les rayonnements

de orps noir du Soleil et de la Terre. Ceux-i sont représentés sur la �gure 8.1.
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Figure 8.1 � Radiation de orps noir du Soleil (T ≃ 6000K) à gauhe et radiation de

orps noir de la Terre (T ≃ 300K) à droite.

À partir de la distribution de Plank est dé�nie l'émissivité d'un orps. Considérons le

rayonnement e�etif d'un orps

E(λ, T ) = ǫλ(T )B(λ, T ) . (8.6)

L'émissivité orrespond don au rapport entre le rayonnement e�etif d'un orps et le

rayonnement théorique de orps noir. Pour le sol nu ǫ ∼ 0.94, alors que pour la mer ǫ ∼ 1.

8.1.4 Loi de Beer-Lambert et loi de Kirho�

Le rayonnement est don altéré lors de la traversée d'un milieu. En partiulier il est

a�aibli par les proessus d'absorption. La loi de Beer-Lambert dé�nit l'atténuation du

rayonnement en fontion de l'altitude :

dIλ(z)

dz
= −aλ(z)Iλ(z) (8.7)

où aλ est le oe�ient d'absorption à la longueur d'onde λ. Lorsqu'on souhaite davantage

se onentrer sur le trajet optique, plut�t que sur l'altitude, il est préférable de dé�nir

l'épaisseur optique

ds = aλ(z)dz , (8.8)

de sorte que (hangement de variable z → s)

dIλ(s)

ds
= −Iλ(s) . (8.9)
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La loi de Kirho� est une approximation qui onsiste à dire qu'à l'équilibre thermody-

namique loal, l'émissivité à la longueur d'onde λ vaut le oe�ient d'absorption à ette

même longueur d'onde :

ǫλ = aλ . (8.10)

8.1.5 La di�usion

La di�usion est un proessus plus omplexe que les préédents. La nature de ette

di�usion dépend de façon déterminante du rapport entre la longueur du rayonnement (λ)
et la taille des moléules / partiules (d) qui di�usent e rayonnement.

� si la taille des partiules est totalement négligeable par rapport à la longueur d'onde,

on parle de di�usion isotrope. La distribution angulaire est sphérique autour du

di�useur.

� si d ≪ λ, e qui est le as pour un gaz de moléules, on parle de di�usion de Rayleigh.

L'intensité du rayonnement di�usé est

I(θ,R) = I0
π4d6

8r2λ4

(
m2 − 1

m2 + 1

)2 (
1 + cos2 θ

)
. (8.11)

I0 est l'intensité du rayonnement inident. m est l'indie de réfration qui dépend

de la nature du gaz. θ et R déterminent la diretion et la distane d'observation. La

distribution angulaire est axisymétrique, en forme de aahuète.

� si d ≫ λ, typiquement pour des gouttelettes d'eau, des ristaux de glaes, les lois de

l'optique géométrique s'applique. La di�usion ne dépend plus alors de la longueur

d'onde.

� si d ∼ λ, typiquement pour les aérosols atmosphériques, auune approximation simple

n'est possible, et on reourt à la théorie de Mie. L'intensité du rayonnement di�usé

est alors de la forme

I(θ,R) = I0
λ2

8πR2
(i1 + i2) , (8.12)

où i1 et i2 sont les paramètres d'intensité de Mie qui sont des fontions omplexes

de d/λ, θ et m. Il n'y a pas de symétrie partiulière similaire à elle observée pour

la di�usion de Rayleigh (exepté l'axisymétrie).

Une onséquene de ela est une faible di�usion du rayonnement infrarouge par les gaz de

l'atmosphère, puisque la di�usion de Rayleigh est proportionnelle à 1/λ4
.

8.1.6 Équation du transfert radiatif pour le rayonnement infrarouge

Pour le rayonnement infrarouge, la di�usion peut don être négligée, e qui simpli�e

onsidérablement l'équation du transfert radiatif. On a don, dans ette partie du spetre :

dIλ(z)

dz
= −aλ(z)Iλ(z) + ǫλ(T )B(λ, T ) . (8.13)

Invoquant la loi de Kirho�, et en utilisant l'épaisseur optique s(z, λ) =
∫ z
0 aλ(z

′)dz′, on
obtient

dIλ(s)

ds
= −Iλ(s) +B(λ, T (s)) . (8.14)
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La solution de ette équation est immédiate :

I(λ, s) = I(λ, 0)e−s +

∫ s

0
B(λ, T (s′)) es

′−sds′ (8.15)

Le premier terme orrespond à un terme d'amortissement pur du rayonnement. Le seond

terme orrespond à la ontribution (amortie) du rayonnement propre du milieu traversé.

8.1.7 Dé�nition de la transmittane

La transmittane est une oordonnée transformée de l'épaisseur optique qui tient ompte

de l'amortissement. La transmittane entre l'altitude z et le sommet de l'atmosphère (don

essentiellement z = ∞ du point de vue optique), est solution de

dτ(z)

dz
= aλ(z)τ(z) , (8.16)

ave la ondition τ(∞) = 1. Il en résulte :

τ(z) = τ(∞) exp

(
−
∫ ∞

z
a(λ, z)dz

)
= τ(∞) exp (s(z)− s(∞)) . (8.17)

Si l'on suppose τ(0) = 0, 'est-à-dire si le rayonnement depuis le niveau de la mer est

totalement absorbé, alors la radiane au sommet de l'atmosphère (et don du point de vue

de l'instrument satellitaire) vaut

L(λ) =

∫ ∞

0
dz B(λ, T (z))

dτ(λ, z)

dz
= I(λ,∞) . (8.18)

8.1.8 Fontions de poids

Un instrument opère dans une petite gamme de longueur d'onde, entrée par exem-

ple sur une longueur d'onde moyenne λ. Un sondeur infrarouge embarqué sur un satellite

mesure le rayonnement infrarouge terrestre (puisque 'est dans e domaine qu'émet essen-

tiellement la Terre), après interation ave la totalité de l'atmosphère. Le rayonnement de

orps noir du milieu traversé ne varie que faiblement sur la gamme de longueurs d'onde

sondée. Cela n'est pas le as de l'épaisseur optique (et don de la transmittane), puisqu'elle

dépend de la physio-himie des espèes traversées (don de nombreuses raies plus ou moins

élargies). Supposons que l'instrument embarqué mesure la radiane Li à la longueur d'onde

λi. On dé�nit alors la fontion

Ki(z) =
dτ(λi, z)

dz
(8.19)

appelée fontion de poids. Compte tenu des approximations utilisées (notamment τ(0) =
0), on a

∫∞
0 Ki(z)dz = 1, e qui justi�e la terminologie de poids. La fontion de poids at-

tribue une pondération aux di�érentes ouhes de l'atmosphère. Suivant l'exemple �lé de

C. Rodgers [16℄, la �gure 8.2 orrespond à des fontions de poids synthétiques aratéris-

tiques d'un sondage au NADIR. La �gure 8.3 donne l'exemple réel des fontions de poids

de l'instrument AIRS.

La mesure de l'instrument à la longueur d'onde λi s'érit don approximativement

Li =

∫ ∞

0
dz B(λ, T (z))Ki(z) . (8.20)
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Figure 8.2 � Fontions de poids typiques. ζ = − ln(p/p0) est une mesure de l'altitude. p
est la pression et p0 est la pression au sol.

8.2 Un problème inverse typique

8.2.1 L'équation du problème inverse

Le sondeur infrarouge permet de réaliser p mesures dans la gamme. Le problème inverse

est don le suivant : retrouver le pro�l de température T (z), onnaissant les résultats des
mesures Eq.(8.20) pour i = 1, · · · , p.

Il est évident qu'on ne peut inverser un pro�l aussi �n que l'on souhaite. Il est don

néessaire de disrétiser le pro�l de température en n niveaux. Une approhe plus générale

et plus abstraite onsiste à utiliser des fontions de base sur lesquelles déomposer les

fontions inonnues. Par exemple, on suppose que

B(λ, T (z)) =

n∑

k=1

ωkWk(z) , (8.21)

où Wk(z) sont les fontions de bases. Les ωk sont les poids inonnus à reonstruire. Alors

on a

Li =

n∑

k=1

ωk

∫ ∞

0
dzWk(z)Ki(z) . (8.22)

ou enore

Li =
n∑

k=1

[C]ikωk , (8.23)

où C est une matrie p× n.
Les fontions de base retenues pour l'exemple introduit auparavant, sont des fontions

polynomiales de ζ = − ln(p/p0) de la forme ζj ave j = 0, · · · ,m− 1.
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Figure 8.3 � Fontions de poids de l'instrument infra-rouge AIRS de la plate-forme AQUA

(d'après John Eyre)

8.2.2 Conditionnement du problème - Régularisation

In �ne, le problème onsiste don à résoudre le système linéaire Eq.(8.23). Celui-i peut

être mal posé si p < n : le système linéaire est sous-déterminé. Si p >= n, alors le problème

inverse est orretement posé. Le système linéaire est déterminé, voire sur-déterminé.

Cependant, même s'il on dispose d'autant de mesures (ou plus) que d'inonnues, le

problème peut être mal onditionné pour des raisons physiques, pare que les mesures ne

sont pas assez disriminantes pour retrouver le pro�l désiré. Cela se traduit mathéma-

tiquement par une matrie C mal onditionnée

1

. Ce problème se pose pare que le modèle

physique et les mesures sont entahées d'erreurs. En l'absene de es erreurs, le problème

du onditionnement n'est que purement numérique et n'intervient qu'à des niveaux de

préision physiquement irréalistes (dans un adre géophysique).

Pour simpli�er supposons que p = n et que le problème est su�samment bien ondi-

tionné. C est alors arrée et inversible (y ompris du point de vue numérique). Alors les

poids solutions sont

ω∗
k =

p∑

i=1

[C−1]kiLi (8.24)

don

B∗(λ, T (z)) =

p∑

i=1

{
n∑

k=1

[C−1]kiWk(z)

}
· Li =

p∑

i=1

Gi(z)Li . (8.25)

Gi(z) est la fontion de ontribution de la mesure i à la reonstrution. Supposons

1. Pour une matrie symétrique dé�nie positive, une mesure de son onditionnement est le rapport entre

la plus grande et la plus petite valeur propre. Plus e rapport est élevé, moins bon est le onditionnement.
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Figure 8.4 � Fontions de base sur lesquelles est déomposé le pro�l en température

qu'une erreur soit ommise sur Li : Li −→ Li+εi, alors l'erreur ommise sur B est Gi(z)εi.
Cei permet de quali�er le mauvais onditionnement par rapport à une mesure et une

altitude. On a représenté sur la �gure 8.5, les fontions de ontributions orrespondantes

à l'exemple synthétique introduit ave la �gure 8.2.

Si on suppose que les mesures de radianes sont indépendantes, mais possèdent une

variane similaire, disons σ2
, alors la variane de la solution reonstruite est

∑p
i=1G

2
i (z)σ

2
.

Par onséquent,

∑p
i=1 G

2
i (z) peut être interprété omme un fateur d'ampli�ation de

l'erreur σ2
. Poursuivant l'exemple synthétique introduit plus haut, la �gure 8.6 représente

le fateur d'ampli�ation d'erreur.

La solution du problème synthétique est représentée sur la �gure 8.7. Y est également

représenté le pro�l supposé réel de la température en fontion de l'altitude.

8.3 Solution standard et onséquenes

Le asm = n est assez singulier en pratique. En e�et lorsqu'on onsidère un système réel

(où sévit de l'erreur de toute nature), la transition p = n entre un système sous-déterminé

et un système sur-déterminé n'est pas néessairement prononée.

La généralisation du problème inverse Eq.(8.22) est donnée par :

y = Hx+ ǫ , (8.26)

où y est le veteur d'observation, H est la matrie d'observation de dimension p × n, qui
ontient le modèle physique, x est le veteur d'état et ǫ est l'erreur d'observation / modèle.

Une solution variationnelle du problème est obtenue en minimisant la fontion oût sur

le veteur d'état x

L =
1

2
(y −Hx)T R−1 (y −Hx) (8.27)

R est la matrie de ovariane d'erreur, obtenue de la onnaissane statistique a priori de
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Figure 8.5 � Fontions de ontribution typiques

ǫ. Si le problème original est sous-déterminé, il y aura de nombreux minima (un espae

a�ne de solutions). Et pourtant, on souhaite une réponse unique au problème inverse !

Un arti�e mathématique permet de ontourner e problème. Il s'agit du proédé de

régularisation . La justi�ation de son utilisation en assimilation de données tient à son

interprétation physique omme nous allons le voir. La fontionnelle régularisée est

L =
1

2
(y −Hx)TR−1 (y−Hx) +

1

2
(x− µ)TB−1 (x− µ) , (8.28)

où le seond terme onstitue la régularisation (dite de Tikhonov). Physiquement, e terme

s'interprète omme une ébauhe, 'est-à-dire de l'information a priori détenue avant la

mesure. B est la matrie de ovariane de l'erreur attahée à ette ébauhe.

Si l'information a priori est su�samment disriminante, on peut espérer qu'une unique

solution sera minimum de ette fontionnelle. Il su�t ii que B soit inversible, 'est-à-dire

que B existe.

La solution de e problème variationnel (onfer hapitre 1) s'obtient ainsi :

P−1 = HTR−1H+B−1 , (8.29)

x∗ = µ+
(
HTR−1H+B−1

)−1
HTR−1 (y −Hµ) . (8.30)

Comme on l'a vu, P s'interprète omme la matrie de ovariane d'erreur d'analyse. Dans

e ontexte, il s'agit de l'erreur statistique supposée que l'on ommet en utilisant le résultat

de l'inversion. On peut rérire la solution au moyen de la formule de Sherman-Morrison-

Woodbury (voir hapitre 1) :

x∗ = µ+BHT
(
R+HBHT

)−1
(y −Hµ) . (8.31)

En l'absene d'ébauhe B−1 = 0 et si R = I, alors x∗ = HT
(
HHT

)−1
y. HT

(
HHT

)−1
est

appelée l'inverse généralisé (ou de Moore-Penrose), puisqu'il généralise l'inverse d'une

matrie arrée non-singulière.

Introdution aux méthodes de l'assimilation de données



8.3 Solution standard et onséquenes 113

0 2 4 6 8 10
Altitude (ζ)

1

10

100

1000

10000

F
ac

te
ur

 d
’a

m
pl

ifi
ca

tio
n 

de
 l’

er
re

ur

Figure 8.6 � Fateur d'ampli�ation d'erreur

Notons K =
(
HTR−1H+B−1

)−1
HTR−1

. Alors

x∗ − µ = K(y −Hµ) = KH(xt − µ) +Kǫ , (8.32)

où xt est la vraie valeur du veteur d'état. La valeur inférée est ainsi reliée à la valeur réelle

au travers de l'opérateur A = KH, appelé matrie d'averaging kernel :

∂x∗k
∂xtl

= [A]kl . (8.33)

La matrie assoiée HK, de même trae, exprime le même type de sensibilité mais dans

l'espae des observations. Elle est appelée matrie d'in�uene , mais aussi matrie DRM

(ou matrie de résolution) pour Data Resolution Matrix .

On souhaite maintenant analyser le ontenu en information de ette inversion. Pour

ela, on normalise les matries de ovariane d'erreur. On dé�nit ainsi Ĥ = R−1/2HB1/2
,

ŷ = R−1/2y, x̂ = B−1/2x, ǫ̂ = R−1/2ǫ et µ̂ = B−1/2µ. Alors, on obtient

ŷ = Ĥx̂+ ǫ̂ . (8.34)

La fontionnelle se réérit

L =
1

2

(
ŷ − Ĥx̂

)T (
ŷ − Ĥx̂

)
+

1

2
(x̂− µ̂)T (x̂− µ̂) , (8.35)

Ainsi, les matries de ovarianes d'erreur d'ébauhe et d'observation sont normalisées à

la matrie unité.

On utilise alors la déomposition en valeurs singulières de la matrie Ĥ. Ĥ peut

s'érire UΛVT
, ave Λ une matrie diagonale de taille p × p qui ontient les valeurs

singulières de Ĥ, U une matrie orthogonale de taille p × p et V une matrie de taille

n × p, telle que VTV = I. On e�etue alors une rotation (pseudo-rotation) dans l'espae

des observations (des états) qui préserve les propriétés statistiques des variables :

y′ = UTŷ x′ = VTx̂ ǫ′ = UTǫ̂ , (8.36)
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Figure 8.7 � Reonstrution du pro�l de température et omparaison au pro�l réel

e qui mène à

y′ = Λx′ + ǫ′ . (8.37)

L'équation d'observation a été réduite formellement à une équation qui dérit des variables

indépendantes de statistiques normalisées. Alors, a priori, les �utuations des mesures sont

dérites par

E(y′y′T) = E[(Λx′ + ǫ′)(Λx′ + ǫ′)T] = Λ2 + I . (8.38)

Elles sont la somme d'une ontribution dues aux erreurs (observation et modèle) normal-

isée à l'unité ii, et des variations physiquement signi�atives et qui sont dérites par les

valeurs singulières ontenues dans la diagonale de Λ. Si une valeur singulière est nettement

inférieure à un, on peut don penser qu'elle sera noyée dans les bruit. Au ontraire, si elle

est plus grande que l'unité, elle dominera le bruit et ontribuera à amener de l'informa-

tion pour l'inversion. L'inversion sera de qualité si le nombre de es valeurs signi�atives,

'est-à-dire le rang e�etif du problème, atteint le nombre de variables inonnues.

8.4 Quanti�er l'information

Cette analyse semi-qualitative peut être généralisée par une approhe plus quantitative

permettant de déterminer objetivement la rihesse d'un ensemble d'information.

8.4.1 Nombre de degrés de libertés

Considérons la variable aléatoire χ2 = 2L, 'est-à-dire

χ2 = (y −Hxa)TR−1 (y −Hxa) + (xa − µ)TB−1 (xa − µ) , (8.39)

où xa
est vue omme une variable aléatoire, dépendant des �utuations de l'ébauhe et de

l'observation. La démarhe et les notations sont similaires à l'analyse BLUE du hapitre
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1. On peut alors montrer que l'espérane de χ2
est égal à p, le nombre de degrés de liberté

indépendants. Ces p degrés de libertés se répartissent entre eux attribuables au veteur

d'état, i.e.

de = E
[
(xa − µ)TB−1 (xa − µ)

]
, (8.40)

et eux attribuables au bruit, i.e.

db = E
[
ǫTR−1ǫ

]
= E

[
(y−Hxa)TR−1 (y −Hxa)

]
. (8.41)

de est don le nombre de degrés de liberté du signal. Suivant l'approhe du hapitre 1, le

alul de l'espérane de l'éart pondéré à l'ébauhe onduit à

de = E
[
(xa − µ)TB−1 (xa − µ)

]

= E
[
Tr
{
B−1 (xa − µ) (xa − µ)T

}]

= E
[
Tr
{
B−1K (y −Hµ) (y −Hµ)TKT

}]

= Tr

{
B−1KE

[(
eo −Heb

)(
eo −Heb

)T]
KT

}

= Tr
{
B−1K

(
R+HBHT

)
KT
}

= Tr
(
B−1BHTKT

)

= Tr (KH) = Tr (A) , (8.42)

où l'on a utilisé K = BHT
(
R+HBHT

)−1
. Cei renfore l'importane de l'opérateur A,

l'averaging kernel. Pour les �utuations dues au bruit, on a :

db = E
[
(y −Hxa)TR−1 (y −Hxa)

]

= E
[
Tr
{
R−1 (y −Hxa) (y−Hxa)T

}]

= E
[
Tr
{
R−1 (eo −Hea) (eo −Hea)T

}]
. (8.43)

Mais l'erreur d'analyse est ea = eb +K
(
eo −Heb

)
, de sorte que

eo −Hea = (I−HK)
(
eo −Heb

)
. (8.44)

Alors

db = Tr

{
R−1 (I−HK) E

[(
eo −Heb

)(
eo −Heb

)T]
(I−HK)T

}

= Tr
{
R−1 (I−HK)

(
R+HBHT

)
(I−HK)T

}

= Tr
{
R−1

(
R+HBHT −HBHT

)
(I−HK)T

}

= Tr (I−HK) = p− Tr (A) . (8.45)

On véri�e bien que de + db = p.
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En termes de valeurs singulières λi de Ĥ = R−1/2HB1/2
, on a

de =

m∑

i=1

λ2
i

1 + λ2
i

db =

m∑

i=1

1

1 + λ2
i

, (8.46)

ar Tr(A) = Tr

[
ĤT

(
I+ ĤĤT

)−1
Ĥ

]
. Ces formules on�rment que les valeurs singulières

de Ĥ = R−1/2HB1/2
signi�ativement supérieures à l'unité omptent omme autant de

degrés de liberté qui apportent de l'information.

8.4.2 Résolution

On a vu que le nombre de degrés de liberté du signal est égal à la trae de la matrie

d'averaging kernel. Ce nombre peut don être déomposé omme la somme des éléments

diagonaux de A, haun de es éléments onernant un niveau vertial. L'élément de la

diagonale a�eté à un niveau peut être interprété omme le nombre de degrés de liberté

de signal néessaires à la reonsrution de e niveau. L'inverse de e nombre donne le

nombre de niveaux qu'il est possible de reonstruire ave un degré de liberté du signal (en

général bien inférieur à 1). Autrement dit, il donne une indiation loale sur la résolution

de l'inversion.

Une manière de quanti�er ette notion de résolution en tenant ompte de la matrie

d'averaging kernel est de mesurer l'étalement de ette fontion (ombien d'éléments [A]ij
sont-ils signi�ativement non nuls pour j �xé ?). Comme elle peut être de signe quelonque,

on s'intéresse plut�t au arré des entrées de la matrie ([A]ij)
2
. Une notion de taille de

résolution est fournie, par exemple, par la moyenne loale :

ri =

∑

j

|i− j| × ([A]ij)
2

∑

j

([A]ij)
2

. (8.47)

Plus l'averaging kernel est piqué (plus la matrie est onentrée sur la diagonale), plus

faible est ri. Si la matrie A est purement diagonale, alors ri est même nul.

8.4.3 Information au sens de Shannon - Entropie

Suivant Boltzmann, puis Gibbs, Shannon a redé�ni le onept d'entropie dans le on-

texte de la théorie de l'information. L'opposé de l'entropie s'identi�e alors à une quantité

d'information. On peut attribuer une entropie, don un ontenu en information à une

densité de probabilité. En partiulier, on sait aluler la di�érene de ontenu en informa-

tion entre deux densités, disons p(x) et q(x). Cette di�érene s'exprime par la formule de

Kullbak-Leibler :

K[p, q] =

∫
dx p(x) ln

p(x)

q(x)
. (8.48)

Cette formule peut être appliquée à l'inversion que l'on a opérée préédemment, à l'aide de

l'analyse variationnelle. On peut onsidérer que la distribution initiale orrespond à elle

fournie par l'ébauhe, et que la distribution �nale est donnée par la desription statistique
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de l'analyse. On herhe don à mesurer l'éart entre deux distributions, évalué par △I =
K[p(x|y), p(x)]. p(x) est la distribution a priori du veteur d'état :

p(x) =
1

(2π)n/2|B|1/2 exp

(
−1

2
(x− µ)TB−1(x− µ)

)
(8.49)

et p(x|y) est la distribution a posteriori du veteur d'état :

p(x|y) = 1

(2π)n/2|P|1/2 exp

(
−1

2
(x− xa)TP−1(x− xa)

)
(8.50)

On a alors

△I =K[p(x|y), p(x)]

=

∫

x
dx p(x|y)

{
−1

2
(x− xa)TP−1(x− xa)− 1

2
ln |P|

+
1

2
(x− µ)TB−1(x− µ) +

1

2
ln |B|

}

=
1

2
ln |BP−1|+ 1

2
(xa − µ)TB−1(xa − µ) +

1

2
Tr
(
PB−1 − I

)
.

(8.51)

Cette dernière ligne s'obtient à l'aide d'intégrations gaussiennes élémentaires en utilisant :

∫ ∞

−∞
dnx p(x|y) = 1 ,

∫ ∞

−∞
dnx p(x|y)(x − xa) = 0

∫ ∞

−∞
dnx p(x|y) {(x− xa)i(x− xa)j} = [P]ij . (8.52)

Or il est très faile de véri�er que PB−1 = I−KH = I−A. Don

1

2
Tr ln

(
BP−1

)
= −1

2
Tr ln (I−A) et

1

2
Tr
(
PB−1 − I

)
= −1

2
Tr (A) . (8.53)

Reste le troisième terme qui mesure l'information tirée de l'éart entre l'estimateur a priori

et l'estimateur a posteriori. Or le gain △I doit être ompris omme le gain moyen sur un

ensemble signi�atif d'expérienes et d'analyses. On a alors

E [△I] =− 1

2
Tr ln (I−A)− 1

2
Tr(A) + E

[
1

2
(xa − µ)TB−1(xa − µ)

]

=− 1

2
Tr ln (I−A)− 1

2
Tr(A) +

1

2
Tr(A)

=− 1

2
Tr ln (I−A) ,

(8.54)

où l'on a tenu ompte du résultat Eq.(8.42). En termes de valeurs singulières λi de Ĥ =
R−1/2HB1/2

, on a

E [△I] = 1

2

m∑

i=1

ln
(
1 + λ2

i

)
. (8.55)
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8.5 Autres approhes

8.5.1 Méthode de Bakus-Gilbert

On a vu que l'on pouvait obtenir une idée de la résolution atteinte lors d'une reon-

strution à l'aide de l'opérateur A, la matrie de résolution, ou averaging kernel. Plut�t

que de suivre une démarhe bayesienne stritement probabiliste, on essaie de onstruire ii

un estimateur de la solution de y = Hx, qui optimise la résolution. On souhaite don que

l'opérateur A, qui est une matrie n × n, soit aussi prohe de la matrie identité I, ave

[I]kl = δk,l, que possible.
Dans le as d'une analyse BLUE, ou dans le as (équivalent sous l'hypothèse de linéar-

ité) d'une analyse de type moindres arrés, l'opérateur A est déterminé par les onditions

d'optimalité et d'absene de biais. On suppose que e n'est pas le as ii, et on herhe à

aluler A pour en déduire un autre estimateur.

Pour ela on suppose que l'estimateur est une ombinaison linéaire des mesures

xa = Ωy , (8.56)

où Ω est une matrie n × p à déterminer. Or on a y = Hxt
, e qui entraîne xa = ΩHxt

.

Ave A = ΩH l'opérateur de résolution. On herhe alors la solution du problème de

minimisation

min
Ω

Tr
{
(A− I) (A− I)T

}
. (8.57)

On a

Tr (A− I) (A− I)T =Tr (ΩH− I)
(
HTΩT − I

)

=Tr
(
ΩGΩT − 2ΩH+ I

)
,

(8.58)

où G = (HHT) est la matrie de Gram (parfois appelée matrie d'information). Dans

les as sous-déterminés réalistes ette matrie est inversible (p ≪ n). La variation de et

éart vaut

δ
{
Tr (A− I) (A− I)T

}
= 2Tr

{
δΩ
(
GΩT −H

)}
. (8.59)

Il en déoule qu'une matrie Ω assurant l'optimalité est de la forme

Ω∗ = HTG−1 = HT(HHT)−1 . (8.60)

Ce qui onduit à l'estimateur x∗ = HT(HHT)−1y. On retrouve là l'inverse généralisé de

Moore-Penrose. Autrement dit la méthode de Bakus-Gilbert onduit essentiellement au

même résultat que la méthode variationnelle (ou BLUE), pourvu que B−1 = 0 et que

R = I.

Dans la littérature géophysique où la tehnique de Bakus-Gilbert est utilisée, l'éart à

minimiser est légèrement di�érent et onduit à des résultats formellement distints. Toute-

fois la nature des résultats est inhangée.

8.5.2 Méthode du maximum d'entropie

Le prinipe du maximum d'entropie est une méthode essentiellement Bayésienne. Comme

la méthode de Bakus-Gilbert, ette méthode est bien adaptée à des problèmes sous-

déterminés, ou très mal onditionnnés.
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On herhe toujours à résoudre y = Hx. Ii, on souhaite minimiser l'information gag-

née, autre que elle apportée par les données y. Toute autre information introduit en e�et

un biais d'origine non-ontr�lée dans l'inversion. Or on sait quanti�er la quantité d'infor-

mation, grâe au point de vue de Shannon, en utilisant la fontion de Kullbak-Leibler. La

densité de probabilité de départ est elle de l'ébauhe, soit p(x). On herhe à obtenir la

densité a posteriori p(x|y).
Plut�t que de minimiser ette quantité d'information (ou maximiser l'entropie si l'on

préfère) sous la ontrainte que y = Hx soit respeté, on assouplit ette ontrainte en

demandant qu'elle soit véri�ée en moyenne : y = Ep(x|y) (Hx). En introduisant un veteur

de multipliateurs de Lagrange β pour imposer la ontrainte, la fontion oût à optimiser

est alors

L =
∑

x

p(x|y) ln p(x|y)
p(x)

+ βT
∑

x

p(x|y) (y −Hx) . (8.61)

La solution est plus omplexe que dans le as variationnel où la fontion oût est quadra-

tique. Cette fontionnelle (une fontion dé�nie sur un ensemble de fontions), est à opti-

miser sur p(x|y) et sur β. Sous la ontrainte additionnelle que

∑
x p(x|y) = 1, on obtient

en optimisant sur p(x|y) :

p(x|y) = p(x) exp
(
βTHx

)
∑

x p(x) exp (β
THx)

. (8.62)

Cette densité sera omplètement déterminée lorsque le veteur β sera identi�é. Injetant

ette expression de p(x|y) dans la fontionnelle L, on est onduit à minimiser la fontion

de oût

Ψ = lnZ(β)− βTy avec Z(β) =
∑

x

p(x) exp
(
βTHx

)
. (8.63)

Z(β) est appelé fontion de partition par analogie ave la physique statistique.

Une fois onnue p(x|y), un estimateur est alors néessaire pour proposer une solution

objetive au problème d'inversion. L'estimateur moyen

x =
∑

x

xp(x|y) , (8.64)

possède la propriété désirée de statisfaire y = Hx.

Dans le as où la densité de probabilité a priori p(x) est gaussienne, alors la fontion oût
n'est autre que la fontion oût quadratique, mais exprimée dans l'espae des observations,

'est-à-dire en suivant le formalisme PSAS.

En e�et supposons p(x) de la forme de Eq.(8.49), alors la fontion de partition se alule

simplement :

Z(β) =

∫ ∞

−∞
dnx p(x) exp

(
βTHx

)

=

∫ ∞

−∞
dnx

1

(2π)n/2|B|1/2 exp

(
−1

2
(x− µ)TB−1(x− µ) + βTH(x− µ) + βTHµ

)

=
(2π)n/2

|B−1|1/2
1

(2π)n/2|B|1/2 exp

(
1

2
βTHBHTβ + βTHµ

)
.

(8.65)
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À l'aide de ette intégration gaussienne, on a don

Z(β) = exp

(
1

2
βTHBHTβ + βTHµ

)
. (8.66)

Il en résulte la fontion oût e�etive :

Ψ =
1

2
βTHBHTβ − βT(y −Hµ) . (8.67)

Cette fontion oût est à omparer à la fontion oût Eq.(1.44) du hapitre 1.
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