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Résumé général

Des modeles de chimie-transport (CTM) permettent & présent de suivre
de maniére réaliste I’évolution des pollants (NO,, ozone) en phase gazeuse
dans ’atmosphere. Cependant une part non négligeable de la pollution est
émise directement dans l'atmosphere sous forme de fines particules en sus-
pension, les aérosols.

La présence des aérosols dans 'atmospheére donne lieu a différents proces-
sus physiques, parmi lesquels notamment 1’échange entre phase gaz et phase
condensée (condensation/évaporation). Les aérosols ont aussi un impact di-
rect sur le bilan radiatif de ’atmospheére (absorption et diffusion du rayon-
nement solaire), la formation des gouttes de nuage (activation), et peuvent
constituer un risque sanitaire pour les plus petits d’entre eux (pénétration
dans le systéme respiratoire).

La prise en compte des aérosols dans les CTM s’avere donc nécessaire
afin de mieux représenter la pollution atmosphérique. Les processus phy-
siques (coagulation, dépot, condensation/évaporation) auxquels sont soumis
les aérosols se révelent tres sensibles a leur taille et composition chimique.
Il apparait donc crucial dans la modélisation des aérosols de pouvoir suivre
leur distribution en taille ainsi que leur composition chimique.

Dans ce contexte, cette these a pour objet la modélisation et la simulation
numérique de ’Equation Générale de la Dynamique des aérosols (GDE).

Dans la partie I on présente 1’équation générale de la dynamique des
aérosols (GDE), quelques points théoriques de la modélisation, ainsi que les
propriétés spécifiques a chaque processus de la GDE.

L’étude de différentes méthodes numériques (partie II) a permis 1’élabo-
ration du module d’aérosols résolu en taille STIREAM. Ses principales carac-
térisques sont une discrétisation sectionnelle et le découplage des processus.
Ce module a été inséré au modele eulérien tridimensionnel POLAIR3D et
des tests préliminaires de comparaison a des mesures ont été éffectués.

La réduction de la GDE initiale (partie ITT) permet de passer d’un systéme
d’équations raides au systeme d’équations habituellement intégrées dans les
CTM.

Plusieurs points de modélisation restent encore largement ouverts, tels
que la meilleure prise en compte de la partie organique des aérosols, la possi-
bilité de représenter des aérosols de méme taille et de composition chimique
différentes (mélange externe), le couplage a la turbulence, et le devenir des
petites particules.
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Chapitre 1

Introduction

Résumé

Dans ce chapitre je présente le contexte général , les principaur enjeus
l1és a une meilleure connnaissance des aérosols, et l’organisation de la
these.
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16 Chapitre 1. Introduction

1.1 Modeles de Chimie-Transport

La pollution atmosphérique en phase gazeuse est aujourd’hui relativement
bien connue, notamment pour la photochimie. Il existe de nombreux modeles
de chimie-transport (CTM) qui permettent de suivre la composition chimique
de I'atmosphere depuis I’échelle locale a 1’échelle globale, contribuant ainsi
a prévoir les épisodes de pollution photo-chimique ( ozone ) et/ou & mieux
appréhender le couplage entre la chimie atmosphérique et les changements
climatiques.

De maniere sommaire, on peut illustrer le systéme modélisé par les CT'M
avec le dessin suivant (1.1) :

advection

—
—
NO2

©)

cosv

)
. )
“ chimie atmosphérique ‘ ) 'y ‘ ¢ ¢ ¢ “ 'Y
cov ' Py . : “ .

[
diffusion
turbulente dépot
humide
. (ﬁno
NO= @\> dépot sec v
= 0 )

F1a. 1.1: Processus modélisés par les CTM.

Des polluants inorganiques ( NO,, ) et organiques ( COV ) sont émis dans
I’atmosphere par différentes sources, anthropiques et biogéniques, puis sont
transportés par le vent et diffusés verticalement par des instabilités convec-
tives, d’origine thermique. Ils réagissent entre eux pour former d’autres es-
peces chimiques, tels que les composés organiques secondaires (COSV), ob-
tenus par oxidation des COV (composés organiques volatiles). Cette chimie
atmosphérique est couplée au rayonnement solaire via les réactions de pho-
tolyse.



1.1. Modéles de Chimie-Transport 17

La durée de vie des polluants dans 1’atmospheére se termine lorsqu’ils se
déposent sur la surface ( dépot sec ), ou sont captés par les gouttes de nuage
ou de pluie ( lessivage humide ).

En terme de modélisation, I’évolution de la concentration gazeuse, notée
¢}, de espece gazeuse X; est donnée par une équation d’advection-diffusion-
réaction, plus simplement nommée équation de dispersion ([1]) :

acf =~ div(V(Z,0)}) +div(K(Z,1)Vel)
advection;ar le vent diﬂusion‘t:lrbulente (11)
+x{ (@ T(3,1), RH(Z,1),[(F,1) = Nyl
~ ~~ - S—~——
production chimique lessivage humide

ou V est la vitesse du vent, K la matrice de diffusion turbulente, 7" la
température, I le flux actinique qui décrit I’état radiatif de I’atmosphere,
RH le taux d’humidité, A\, le taux de lessivage humide (paramétré [2]). Le
terme 7 décrit les processus de cinétique chimique en phase gazeuse, fonction
du mécanisme chimique (CBMIV [3], RACM [4],... ) .

L’influence des polluants sur I’écoulement atmosphérique étant négli-
geable au premier ordre (hors rétroaction radiative), les parametres météoro-
logiques ( ‘7, RH,T,...) sont pré-calculés par des modeles météorologiques,
puis utilisés comme forgage de 1’équation (1.1).

A celle-ci sont généralement associées les conditions aux limites suivantes :

1. ausol :

oc)

—K(7,1) a,; = EJ(Z,t) — vgepcg (1.2)
2=0

ol EY(Z,t) est le terme d’émission et v}, la vitesse de dépét sec.

’ 82: ’

Le sommet correspond a celui de la couche limite atmosphérique (CLA),
caractérisée par une diffusion turbulente négligeable, K ~ 0.

Au dela du probléme de renseignement des données, les équations (1.1) se
révelent délicates a traiter, notamment en raison du grand nombre d’especes
chimiques & prendre en compte ([5]) et de la dispersion des temps caractéris-
tiques de vie et de réaction des especes chimiques (raideur numérique).

L’équation de dispersion (1.1) ne décrit que I’évolution de la phase ga-
zeuse de 'atmosphere. Une partie importante de la chimie atmosphérique, par
exemple pour la formation du sulfate, ayant lieu dans les gouttes de nuage et
de pluie, des modeles de chimie en phase aqueuse diluée sont nécessaires. On
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se réfere par exemple & la theése de Rafik Djouad [6] pour la prise en compte
du transfert de masse entre phase gazeuse intersticielle et gouttes d’eau, et
de la cinétique en phase aqueuse. La prise en compte de tels modeles s’avere
déterminante en présence de nuages.

1.2 Vers la prise en compte des aérosols

Une troisieme forme de la matiére condensée présente dans I’atmosphere
se trouve sous forme de fines particules en suspension, appelées aérosols. Leur
interaction avec le systeme atmosphérique est complexe et peut étre illustrée
par le dessin suivant (1.2), qui reprend le dessin (1.1) en y rajoutant les
aérosols.

chimie gazeuse
NOo cov

—— advection chimie
> O3 aqueuse
— NO
coSsv
@ nucléation condensation ac/t”éro“
P p—————
évaporation lessiv: huml‘e ‘ ) ¢ ) “
particules a ‘ ‘ o4 ‘ ' ¢
L ) )
1:r.1mau-es COV coggulation ‘ ¢ ‘ ¢ ‘
0q © Y L ) ¢ ¢ [
0q ©
L diffusion
turbulente I. DEPQOT HUMIDE
)
CcovVv
NOg, ‘ pousslere cov °°
e e
\_/y
DEPOT SE J(;

F1G. 1.2: Processus modélisé par les CTM : prise en compte des aérosols.

Les aérosols se distinguent des gouttes de nuage par des diametres beau-
coups plus faibles, de quelques nanometres & au plus quelques dizaines de
micrometres, ainsi que par des mélanges chimiques concentrés, 'hypothese
de milieu dilué n’étant plus valable.

L’intérét scientifique pour les aérosols est motivé tout d’abord par les
craintes quant a leur possible impact sur la santé publique ( inhalation des
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fines particules).

Une seconde raison est l'interaction entre aérosols et phase gazeuse. Les
mécanismes d’oxydation de la chimie en phase gazeuse conduisent a la forma-
tion d’especes fortement polarisées et de faible pression de vapeur saturante.
Ces especes interagissent avec les aérosols via les processus de condensa-
tion/évaporation. La grande concentration des polluants dans les aérosols
peut également donner lieu & des réactions chimiques (polymérisation) et &
la production d’autres polluants non volatiles.

Ces polluants “secondaires” se distinguent des polluants “primaires”, émis
directement dans ’atmosphére sous forme de particules, telles que les parti-
cules de suie.

Une troisieme raison est I'interaction entre aérosols et bilan radiatif de
I’atmosphere, qui est au coeur des questions actuelles sur le changement
climatique. Un premier effet (direct) concerne le comportement radiatif des
aérosols, directement influencé par leur distribution en taille. Un second effet
(indirect) est lié au role joué par les aérosols dans la formation des nuages, du
fait que les gouttes de nuage se forment par activation des aérosols suivant
leur composition chimique et leur taille.

La modélisation des processus physiques ( coagulation, condensation, nu-
cléation ) et chimiques ( chimie hétérogene ) liés aux aérosols, ainsi que leur
prise en compte dans les modeles de dispersion constituent donc aujourd’hui
un effort crucial dans la modélisation de la pollution atmosphérique, afin de
pouvoir bien décrire la distribution en taille et la composition chimique des
aérosols.

Cette these s’inscrit dans le cadre de cet effort de modélisation et a pour
objectif le développement d’un modele d’aérosols, son insertion dans un mo-
dele de dispersion et & terme sa validation par confrontation a des mesures.
Le travail a plus spécifiquement porté sur les aspects méthodologiques.

1.3 Plan de la these

La these est organisée de la facon suivante.

La partie I traite des équations générales de la dynamique des aérosols
(GDE), que j’ai manipulées tout au long de la thése. Dans le chapitre 2 je pré-
sente les principales propriétés d’une distribution d’aérosols, les points de re-
cherche encore largement ouverts, et sa dynamique atmosphérique. J’énonce
ensuite la GDE. Dans le chapitre 3 j’étudie quelques points théoriques liés a
la GDE auxquels j’ai souhaité donner une réponse rigoureuse. Par ailleurs je
mets en évidence chaque processus.

La partie II est consacrée au traitement numérique de la GDE résolue en
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taille. Plusieurs méthodes ont été développées. Le chapitre 5 reprend ’article
[7] sur les méthodes stochastiques appliquées a la GDE, qui permettent d’ob-
tenir une solution de référence. Le chapitre 6 traite des méthodes variation-
nelles. Celles-ci nous ont permis d’étudier le comportement de la GDE avec
couplage ou découplage des différents processus physiques. Les approches
sectionnelles constituent une part abondante de la littérature existante, dé-
veloppées tout particulierement pour la coagulation dans le chapitre 7. Enfin
le chapitre 8 traite plus spécifiquement de la condensation/évaporation, de-
puis les approches eulériennes aux approches lagrangiennes. Dans la partie
I1, je présente le modele d’aérosols SIREAM (SIze REsolved Aerosol Model)
développé a la suite des conclusions de la partie précédente.

Le chapitre 9 traite de la réduction de ce modele, qui fait I’objet d’un
article actuellement soumis a publication pour Journal of Aerosol Science.

Dans le chapitre 10 nous établissons rigoureusement les équations du mo-
dele a partir des équations de la GDE énoncées au chapitre 2, puis sont
rappelées les méthodes d’intégrations choisies.



Partie 1

Equations de la dynamique des
aérosols (GDE)






Chapitre 2

Les aérosols atmosphériques

Résumé

Ce chapitre a pour but d’introduire les principaur aspects des aérosols
atmosphériques : leur granulométrie (ou distribution en taille), leur compo-
sition chimique, leur distinctions avec les gouttes de nuage et les différents

processus physiques auzquels ils sont soumis.
J’énonce dans la derniére partie [’équation générale de la dynamique des
aérosols (GDE) qui gouverne ’évolution des distributions d’aérosols.
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2.1 Généralités

De nombreux modes de classification des aérosols existent. On distingue
souvent les aérosols suivant leur composition chimique : aérosols inorga-
niques/organiques, aérosols minéraux (ou “poussiére”), particules de suie,
aérosols carbonés, ... On peut aussi les classer suivant leur lieu privilé-
gié de formation : aérosols urbains, ruraux, marins, polaires, troposphériques
ou stratosphériques; ou encore suivant leur processus de formation : aérosols
primaires (aérosols émis) ou aérosols secondaires, c’est-a-dire les aérosols for-
més par nucléation ou par condensation/évaporation dans ’atmosphere.

Les aérosols peuvent se trouver a 1’état liquide ou solide suivant les condi-
tions atmosphériques et leur composition. Les aérosols liquides sont presque
toujours de forme sphérique, au contraire des aérosols solides qui prennent
une forme généralement caractéristique de ses composants ([8]). Par exemple
les particules de carbone présentent généralement une forme fractale ( struc-
ture du graphite [9] ).

Néanmoins a I’échelle macroscopique de notre modélisation, il est d’usage
de se ramener a une forme sphérique. Différentes définitions de diamétres
équivalents le permettent, les plus utilisés étant : le diamétre de Stokes, dia-
metre d’'une sphere ayant méme vitesse de chute et méme masse volumique
que 'aérosol considérée, le diametre aérodynamique, identique au diametre
de Stokes mais avec une masse volumique égale & 1g.cm 3, et le diamétre
du volume équivalent, diametre d’une sphere de méme masse et densité que
I’aérosol considéré. C’est cette derniére définition que nous utilisons dans
cette these. Les dimensions des aérosols atmosphériques s’étendent sur plu-
sieurs ordres de grandeur. Le tableau 2.1, tiré de [10], donne un apercu des
concentrations typiques suivant la taille des aérosols :

diameétre | concentration | concentration
typique numérique massique
(um) (#.cm™?) (ng-m~*)
molécules de gaz | 0.0005 2.45 x 107 1.2 x 10°
petits aérosols <0.2 103 — 10° <1
moyens aérosols | 0.2 — 1.0 1-—10* < 250
grands aérosols | 1.0 — 100 <1-10 < 250
brouillard 10 — 20 1—500 10* — 5 x 10°
nuages 10—200 | <10—100 | <10°—5 x 10°
goutte de pluie 2000 0.001 105 — 5 x 106

TAB. 2.1: Données générales sur les aérosols
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2.2 Granulométrie

La répartition en taille des aérosols est un point crucial de leur modélisa-
tion. En effet la nocivité potentielle des aérosols, i.e. leur capacité a pénétrer
plus profondément dans le systéme respiratoire, est d’autant plus grande
qu’ils sont petits ([11, 12]). De plus les processus physiques qui affectent les
aérosols sont des fonctions directes ou indirectes, souvent non linéaires, de
leur diametre d),.

La figure 2.1 montre par exemple la variation de la vitesse de dépot des
aérosols suivant leur diametre, pour diverses conditions aérodynamiques.

L L B | T RS BAEE] LR T LR L R o oy

Uy 20 @ (~10cm)
(emsh)  (em) (msh ,
oLl v ke U D002 22 -
[ —==—o0O 44 0.02 T2
L o 117 0.1 13.8 /_3‘
[ — ~40 ~0.05 ~8 A ]
L a

Sehmel (1980)

Moller and Shumann
(1970)

Deposition Velocity, v;,cm s
S,
T

10 "E— O/

107 107! | 10

Particle Diameter. um

F1G. 2.1: Vitesse de dépot (d’apres [1]).

Les propriétés optiques des aérosols sont aussi des fonctions complexes de
leur diametre. Par exemple ’absorption de I'intensité lumineuse I par une
population d’aérosols mono-dispersée de diametre d, obéit a la loi :

NdE(d
I=Ie ™, 7= Wpf(p) (2.1)

ou L est la longueur traversée par le rayon lumineux, N le nombre d’aérosols
de diametre d,, et E le coefficient d’absorption d’une particule. La paramétre
T est appelé la turbidité de la population d’aérosols. Le coefficient F est lui-
méme une fonction non linéaire du diametre des aérosols ([13]).
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De méme la diffusion de Rayleigh, valable pour les aérosols fins, a pour
loi :

mdS (m? —
8h2\* (
On montre également dans [13] que la diffusion de Mie, valable pour les gros
aérosols, est une fonction complexe du rapport entre le diametre des aérosols
et la longueur d’onde ! du rayon incident.

Le parametre cinétique de la coagulation entre deux aérosols de diametre
dp, et dp, en régime continu est de la forme :

2k, T d d
Ky, = 24 24 P 2.3
2 3bair ( * dp, * dpa) (23)

1 2
— 1) (1 + cos”6) (2.2)

Enfin la loi de condensation d’un aérosol pour une espece semi-volatile X;
est de la forme :

ZAZ _ovp
2 ) = e (2.4)
dp

I, = 20Didy f (Ko, 00 = &(d,)] , K, =
ou 7(dy) est leffet Kelvin. Notons cependant que c;? est une concentration
d’équilibre thermodynamique indépendante des dimensions de I’aérosol. Ces
deux dernieres lois seront plus amplement détaillées par la suite.

Voici quelques exemples typiques de distributions d’aérosols tirées du rap-
port EMEP ([14]).

site rural de Harwell (GB) en été (aprés—midi) site rural de Harwell (GB) en été (apres—midi)
T T T T T T
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F1G. 2.2: Densité numérique (site F1g. 2.3: Densité massique
rural). (site rural).

'Le symbole A désigne ici la longueur d’onde du rayon incident, dans la suite il prend
la signification d’un libre parcours moyen
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site urbain de Leipzig (D) en été (aprés—midi) site urbain de Leipzig (D) en été (aprés—midi)
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F1G. 2.4: Densité numérique (site F1g. 2.5: Densité massique
urbain). (site urbain).

Le nombre de particules au sein d’une population d’aérosols est essentiel-
lement le fait des petits aérosols (autour d’une dizaine de nanometres) tandis
que la masse totale se concentre principalement sur les aérosols de quelques
centaines de micrometres et plus.

2.3 Composition chimique

La composition chimique des aérosols obéit a une loi de relaxation vers un
état d’équilibre. Celui-ci peut étre calculé par un modele d’équilibre thermo-
dynamique. On parle d’équilibre thermodynamique global, lorsque I’ensemble
de la population d’aérosols est en équilibre thermodynamique avec la phase
gaz (il n’y a plus de condensation/évaporation ), et local lorsqu’un aérosol est
en équilibre thermodynamique avec son environnement immédiat ( couche de
gaz a sa surface ).

La figure 2.6 représente schématiquement chaque cas, I’'un se produi-
sant a 1’échelle microscopique d’un aérosol, I’autre a 1I’échelle macroscopique.
L’équilibre local est quasi-instantané, et permet de déterminer la concentra-
tion gazeuse c;? en espece X; de la fine couche de gaz avec laquelle I’aérosol
est a I’équilibre.

L’équilibre global, quant a lui, peut prendre plusieurs heures, en admet-
tant qu’il ne soit pas perturbé par d’autres processus ( coagulation, transport,

Les modeles de thermodynamique permettent donc de connaitre la com-
position chimique de chaque taille d’aérosols a un instant donné, et consti-
tuent de ce fait un second point crucial de la modélisation des aérosols. En
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population d’aérosols
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F1G. 2.6: Equilibres thermodynamiques.

effet la nocivité des aérosols, c’est avant tout la nocivité des substances qu’ils
contiennent.

La concentration gazeuse d’équilibre c;?, qui intervient dans les flux de
condensation/évaporation (2.4), est une fonction explicite et fortement non-
linéaire ( effets de seuils ) de la composition chimique de 1’aérosol, comme le
montre la figure 2.7. Celle-ci illustre ¢;? pour I'ammoniac, 1’acide nitrique et
I’acide chlorhydrique suivant la quantité d’ammonium dans I’aérosol, a partir
d’une composition donnée en pmol.

. Na=2.0, H2S04=1.0, HNO3=2.0, HCI=2.0, RH=0.8, T=300.0 K
10 T

concentration gazeuse d'equilibre (umol/m3)

10 !
0 1 10
NH3 umol

Fic. 2.7: Concentrations gazeuses
d’équilibres ( d’aprés ISORROPIA).

Enfin notons que le cotit calcul des équilibres thermodynamiques repré-
sentent généralement de 50% & 80% du coiit calcul total d’'un CTM. Aussi de
nombreux travaux de modélisation ont été menés afin d’obtenir le meilleur
compromis entre rapidité et précision.



2.3. Composition chimique 29

2.3.1 Partie inorganique

Il existe de nombreux modeles de Thermodynamique pour la composition
inorganique des aérosols : MARS ([15]), SEQUILIB ([16]), SCAPE2 ([17]),
EQUISOLV ([18]), ISORROPIA ([19]), GFEMN ([20]).

Le systeme a résoudre est constitué des équations d’équilibre thermody-
namique de chaque réaction considérée a l’'intérieur de I’aérosol :

isiAi:isi*Ai, K(T):ﬁafi, s;=s—s; (2.5)
i—1 =1 i=1

ol s; et s; sont respectivement les coefficients stoechiométriques des réactifs
et des produits, K est la constante d’équilibre, fonction de la température 7T,
et a; activité du composant A;. Celle-ci est donnée par

a; :’)/i(...,Cj,...)Ci (26)

ol 7; et ¢; sont respectivement le coefficient d’activité et la concentration du
composant A; dans le mélange considéré. Lorsque le mélange est concentré,
ce qui est le cas pour les aérosols, ce dernier coefficient est une fonction
non linéaire de la composition du mélange, dont il faut tenir compte dans la
résolution de (2.5).

Les coefficients d’activité sont en général donnés par des paramétrisations
pour des mélanges binaires voire ternaires ([21, 22, 23, 24]). Le modele ISOR-
ROPIA présente des tabulations des coefficients en fonction de la composition
afin d’accélérer le calcul.

En sus de la paramétrisation, un point clé est la méthode de résolution
des équations d’équilibres (2.5). La méthode “par domaine” signifie que le
systeme d’équations initial est restreint a un sous systéme suivant les es-
peces présentes ou susceptibles d’apparaitre, ce qui accélere d’autant le cal-
cul. Une alternative est d’utiliser une méthode de minimisation de 1’énergie
de Gibbs du systeme d’équations (minimale a I’équilibre thermodynamique)
([20]). Pour la réaction (2.5) I’énergie libre vaut

i=1

ou n; est la concentration molaire du composant A; et u; son potentiel chi-
mique.

Cette derniere méthode présente I’avantage de pouvoir facilement rajouter
une réaction, puisque la méthode de calcul est “extérieure” au systeme lui-
méme, mais s’avere coiiteuse en temps calcul.
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On résume dans le tableau 2.2 les principales caractéristiques de chacun
des modeles d’équilibre inorganiques. Je me réfere a [25] pour une comparai-
son plus détaillée des différents modeles.

Dans le reste de cette these on utilise le modele ISORROPIA qui pré-
sente, a notre connaissance, le meilleur compromis entre précision et temps
de calcul. Le plus récent modele EQSAM ([26]) utilise ISORROPIA avec un
calcul simplifié des coefficients d’activité ([27]), mais ne traite que 1’équilibre
thermodynamique global. Par ailleurs ISORROPIA est capable de traiter les
transitions de phase liquide/solide, via le calcul des MDRH ( mutual deli-
quescence relative humidity ), c’est-a-dire le taux d’humidité (RH) a partir
duquel un solide commence a se liquéfier. La figure 2.8 représente par exemple
I’hystérésis d’un aérosol de nitrate d’ammonium. En partant d’un faible RH,

Hysteresis du nitrate d’'ammonium (NH4NO3)

Calcul par Isorropia, T=300 K, NH4=HNO3=2micro mol,
500 T T T T

branche de deliquescence
5~ branche metastable

N

o
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T

w
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o
T

200
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o
T
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F1a. 2.8: Hystérésis du nitrate d’ammonium.

la courbe de déliquescence montre que la particule reste solide jusqu’a 60%
( donc le MDRH ). En revanche, en partant d’un fort RH, la particule peut
rester liquide bien au-dessous du MDRH ( courbe métastable ), la particule
se trouve alors dans un équilibre métastable, c’est-a-dire qu’a la moindre
perturbation, la particule se solidifie.

2.3.2 Partie organique

La matiere organique des aérosols est moins connue que la matiere inor-
ganique, car tres variée et difficile & mesurer ([28]). Celle-ci est généralement
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modele especes coefficients méthode de
d’activités calcul
MARS sulfate Bromley
[15] nitrate Pitzer par domaine
ammonium
SEQUILIB sulfate
[16] nitrate Bromley par domaine
ammonium Pitzer résolu en taille
sodium
chloride
SCAPE2 sulfate
[17] nitrate
ammonium Bromley
sodium Pitzer
chloride Kussik- par domaine
calcium Meissner
manganese
acide
carbonique
EQUISOLV sulfate Bromley
[18] nitrate Pitzer par itérations
ammonium Clegg résolu en taille
sodium Brimblecombe
chloride
ISORROPIA sulfate
[19] nitrate Bromley par domaine
ammonium Pitzer
sodium (tabulés) calcul des MDRH
chloride
GFEMN sulfate Bromley
[20] nitrate Pitzer
ammonium Clegg par minimisation
sodium Brimblecombe
chloride

TAB. 2.2: Modeles d’équilibre thermodynamique pour les inorganiques.
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composée d’especes organiques non volatiles produits dans ’atmosphere par
émission ( primary organic aerosols ), de carbone élémentaire, et d’especes or-
ganiques semi-volatiles produits par oxydation d’especes organiques volatiles
( secondary organic aerosols ).

Un composé organique volatile CH peut en effet étre oxydé dans 'atmo-
sphere par I’ozone ou des radicaux tels que OH et NOsj :

CH+03—)01P1+0,2P2+... (28)

ou a; est le rendement molaire du produit P; ([29]). Ces produits peuvent eux-
mémes étre ré-oxydés jusqu’a ce qu’apparaissent des composés de pression de
vapeur saturante suffisamment basse pour pouvoir condenser sur les aérosols.

Les produits organiques ainsi obtenus sont soit hydrophobes, et consti-
tuent alors une phase organique distincte, pouvant aussi contenir les com-
posés organiques primaires, soit hydrophiles, et condensent dans la phase
aqueuse au méme titre que les especes inorganiques.

D’autres produits organiques peuvent étre ambiphiles, i.e. possedant et
une partie hydrophile et une partie hydrophobe. Ces produits sont suscep-
tibles de constituer un film hydrophobe autour de la phase aqueuse, limitant
ainsi la pénétration d’autres composants ([9]).

La figure 2.9 donne une idée du nombre de réactions de la forme (2.8)
et du nombre de produits P; en fonction du nombre de carbone du composé
volatile.
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F1a. 2.9: Réactions organiques.

Le nombre d’espéces et le manque de données ([28]) contraignent a utiliser
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des modeles paramétrés dans lesquels les especes organiques sont regroupées
par classes et la thermodynamique organique réduite a un modele de mélange
idéal ([30]). J’utilise dans ma these le modele SORGAM ([31]) qui comprend
huit classes : deux classes pour les produits issus de 'oxydation des aroma-
tiques, une classe pour les produits d’alkanes, une classe pour les produits
d’alkenes, deux classes pour les produits de I’a-pinéne, et deux classes pour
le limoneéne.

La condensation des especes organiques peut se produire de différentes

manieres, schématisées sur la figure 2.10 :

— par absorption, i.e. les molécules de gaz pénetrent dans la phase orga-
nique, et participent au mélange organique.

— par adsorption, i.e. les molécules de gaz se fixent sur la surface de I’aéro-
sol, ’entourant d’une fine couche, mais restent extérieures au mélange
organique.

— ou par dissolution dans la phase aqueuse lorsque I’espece organique est
hydrophile.

particule de gaz
N

aDsorpti

F1a. 2.10: Processus de condensation/évaporation des organiques.

Le tableau suivant, tiré de [32], résume les différentes lois qui régissent la
répartition de la matiere dans les deux phases pour chaque processus consi-
déré.

Des travaux récents ([33]) ont mis en évidence I'impact des produits orga-
niques secondaires hydrophiles sur la phase aqueuse, qui peuvent augmenter
de 7% en moyenne le contenu en eau liquide (LWC) de I’aérosol par rapport
a la valeur calculée par les modeéles thermodynamiques inorganiques seuls.

Le modele de Thermodynamique [34] tient compte de cette interaction :
les fractions inorganiques et organiques sont couplées via le LWC, calculé
par la relation de Zdanovskii-Stokes-Robinson (ZSR), et le pH de la solution
aqueuse.

Aux processus de condensation du tableau 2.3 il faut ajouter les réactions
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processus | fraction massique parametres
dans les aérosols
dsorpti s K2 coefficient d’adsorpti
adsorption THKeTS ¢ coefficient d’adsorption
S surface de 1’aérosol
bsorpti K Com_ K® coefficient d’absorpti
absorption T 2 coeflicient d’absorption
1
. . H;LWC ,
dissolution LW E H; constante de Henry
LW C contenu en eau liquide

TAB. 2.3: Loi de condensation des organiques

chimiques hétérogenes liquide/gaz a la surface de I’aérosol, qui peuvent ex-
pliquer ([35, 36]) le fort grossissement des nano-particules, qui ne pourraient
grossir autrement du fait du barrage de I'effet Kelvin pour les petites tailles.

Des études récentes ([37]) montrent également que les produits organiques
secondaires sont susceptibles de réagir au contact de la phase aqueuse pour
former des polymeres, plus lourd et donc plus facilement condensables.

Ce point de recherche, extrémement ouvert, est crucial pour la compré-
hension des processus de formation des SOA. Dans le cadre de cette these,
nous sommes restés a une approche classique avec une loi de condensation
des especes organiques secondaires obtenues par oxydation. La concentration
d’équilibre ¢;?, qui intervient dans la loi de condensation 2.4, est calculée en
appliquant un modeéle de mélange idéal a la phase organique.

2.3.3 Quelques exemples

Je donne ici quelques exemples de composition des PM2.5 et PM10 tirés
de la campagne de mesure EMEP ([14]).

Les figures 2.11 et 2.12 représentent respectivement la composition des
PM2.5 et PM10 sur le site urbain de Zurich. De méme les figures 2.13 et 2.14
représentent respectivement la composition des PM2.5 et PM10 sur le site
rural de Chaumont.

Les abbrévations min dust, om, ec, unacc. signifient respectivement pous-
siere minérale, matiere organique, carbone élémentaire, matiere non comptée.
Cette derniere est calculée par différence entre la masse totale mesurée et la
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Site urbain de Zurich ( Suisse)
ammonia
9.7% sulfate

om
23,4%

F1a. 2.11: PM2.5 (site urbain).

Site rural de Chaumont ( Suisse)

Fia. 2.13: PM2.5 (site rural).

Site urbain de Zurich ( Suisse)

ammonia sulfate
7,8% 14,3%

F1a. 2.12: PM10 (site urbain).

Siterural de Chaumont ( Suisse)

sulfate
seasalt
18,8% 1.99%

ammonia
7.2%

nitrate
5,0%

unacc.

om
27.6% 16,1%

F1a. 2.14: PM10 (site rural).
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somme des masses en chaque composant identifié.

La proportion ( pres du quart ) de cette matiére non identifiée illustre les
difficultés de mesure de la composition chimique des aérosols, qui tiennent
d’une part a la grande variété des especes chimiques présentes dans les aéro-
sols et d’autre part aux limites des appareils de mesure ([14]).

Les deux sites représentés étant de nature continentale, la présence de
sels marins (sea salt) est tres faible.

Pour chaque site, la composition reste relativement homogene entre
PM2.5 et PM10, a I’exception de la poussiere minérale qui est généralement
émise dans ’atmosphere sous forme de grosses particules, de la matiere or-
ganique qui se concentre essentiellement sur les petits et moyens aérosols,
et du sulfate qui, par nucléation, se retrouve essentiellement dans les petits
aérosols.

La différence entre sites urbains et ruraux se note ici principalement a la
plus grande quantité en nitrate et ammonium du site urbain.

2.4 Aérosols versus gouttes de nuage

Les aérosols et les gouttes de nuage se distinguent essentiellement par leur
contenu en eau liquide : de 'ordre de grandeur de la masse des solutés pour
les aérosols, plus de mille fois supérieur pour les gouttes de nuage.

De ce fait, les propriétés chimiques des gouttes de nuage ( solution aqueuse
diluée ), leur propriétés physiques ( condensation, coagulation ) et optiques
sont radicalement différentes de celles des aérosols ([38]). Les aérosols et les
gouttes de nuage sont néanmoins étroitement couplés.

2.4.1 Seuil d’activation

Pour un taux de sursaturation donné, certains aérosols, suivant leur com-
position chimique et leur diametre, se mettent a absorber I’humidité atmo-
sphérique jusqu’a former des gouttes de nuage ([39]).

La fraction de la population d’aérosols susceptibles de grossir ainsi est
appelée Cloud Condensation Nuclei ( CCN ), toujours pour un taux de sur-
saturation donné.

Le seuil d’activation est obtenu a partir de 1’équation d’équilibre du
contenu en eau liquide d’un aérosol, ou formule de Kholer ([40]) :

Puw(dp) a b 4v,0 67501 Vaw
1 =2 2 4= b= 2.9
n( p° dy d3’ ¢ R, T’ m (2:9)
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ou p,, est la pression partielle en eau a la surface de 1’aérosol de diametre dp,
p~ la pression partielle de ’'eau a I’état standard, ng, le nombre de moles de
soluté, o la tension de surface de I'aérosol, v,, le volume molaire de I'eau, R,
la constante des gaz parfaits et T' la température.

Le premier terme de I’équation (2.9) est dii a l'effet Kelvin, le second au
soluté. La figure 2.15 illustre ’équilibre d’un aérosol en fonction de la sursa-
turation et de son diametre. Les parties décroissantes de chaque courbe cor-

4

avec soluté
| ---- sans soluté

\
\
\
\
\
\
\
.
\
.
N
. J
\
.

O Il
0.001 de 0.01 0.1
diametre de I'aérosol (um)

sursaturation (adim)
N

Fic. 2.15: Equilibre thermodyna-
mique d’un aérosol avec ou sans soluté

respondent a des états d’équilibre instables, i.e. une tres faible condensation
ou évaporation au voisinage du point d’équilibre entraine soit un grossisse-
ment jusqu’a ’état d’une goutte de nuage, soit une évaporation totale. Un
aérosol sans soluté ( goutte d’eau pure ) est donc toujours instable.

Par contre la partie croissante de la courbe avec soluté correspond a des
états d’équilibres stables. Le maximum de la courbe donne le diametre cri-
tique d., a partir duquel 1’aérosol est activé.

2.4.2 Modeles de nuage

La chimie des nuages joue un role important dans la production d’acide
sulfurique a partir de 'oxydation du SO, émis dans ’atmosphere. Apres
évaporation des gouttes d’eau, ’acide sulfurique ainsi formé constitue une
part non négligeable de ’acide sulfurique des aérosols atmosphériques.

La micro-physique d’une goutte de nuage est gouvernée par une équa-
tion de diffusion-réaction dont une paramétrisation habituelle est donnée par
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ng Ca
E - Xg(cg) - Lkmt(rp) (Cg - HRgT>
" (2.10)

Ca
dt - Xa(ca) + kmt('rp) (Cg - HR9T>

ou ¢, et ¢4 sont respectivement les concentrations aqueuses et gazeuses, x, et
Xg la production chimique en phase aqueuse et gazeuse, L le contenu en eau
liquide dans le nuage, k,,; le coefficient de transfert de masse, et r, le rayon
de la goutte.

L’expression du coefficient de transfert de masse, différent de celui des
aérosols, est discuté dans [41]. On note que du fait de la grande dilution, la
concentration d’équilibre ¢;? se réduit a la loi de Henry, de constante H, R,
étant la constante des gaz parfaits, et 71" la température.

Cependant ce modele ne tient pas compte de la distribution en taille
des gouttes. Or des travaux récents montrent que le pH des gouttes, qui
impacte la formation de sulfate, varie suivant leur diameétre ([42]). Une bonne
représentation nécessite donc de completer les modeles d’aérosols avec un
modele de nuage résolu en taille; ce qui, dans les modeles 3D de Chimie-
Transport, est en pratique impossible, notamment en raison du coiit calcul.

On a donc recours a des paramétrisations qui font ’hypothese d’un cycle
d’activation/désactivation instantanée, qui permet de prendre en compte les
phénomenes en chimie aqueuse au cours d’un pas de temps du CTM, et de
les “reprojeter” sur la distribution d’aérosols apres évaporation supposée des
gouttes de nuage. On se réfere a [43].

2.5 Dynamique d’une distribution d’aérosols

2.5.1 Vue générale

Plusieurs processus micro-physiques font évoluer la granulométrie et la
composition chimique des aérosols atmosphériques. Le schéma 2.16, tiré de
[44], donne une idée de I'imbrication des processus et du spectre des ordres
de grandeur du diametre d, dont il faut tenir compte.

Les aérosols sont directement produits dans I'atmosphere soit par émis-
ston, soit par nucléation. Les aérosols fraichement formés sont susceptibles
de grossir par condensation ou réactions hétérogénes ( cf. polymérisation des
SOA ) ou de coaguler, particulierement les petits aérosols. A une taille don-
née, ils peuvent trouver un équilibre avec la phase gaz ou étre activés et
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émissions de particules primaires

‘
-

1 coalescence

émissions de gaz précurseurs

A

ré ion .
oo condensation

évaporation

e————B o ——> 0 — _» @ —» - >
réactions nucléation ®® coagulation coagulation activation hygroscopiqueV
homogenes

-
-
activation et lessivage

dépot
humide
dépot sec
dp < 0.01 pm  0.01 <dp <01 0.1<dp<1 1<dp <10 um
molécules de gaz aérosols aérosols aérosols aérosols gouttes de nuage

F1G. 2.16: Processus microphysiques des aérosols.

devenir des gouttes de nuage. Enfin les aérosols sont retirés de ’atmosphere
soit par dépot sec, soit par dépot humide.

2.5.2 Représentation mathématique

La distribution numérique d’aérosols est généralement représentée par une
densité de concentrations m — n(m, Z,t) telle que n(m,Z,t) dm représente
la concentration d’aérosols de masses comprises entre m et m + dm au point
Z de 'atmosphere et a 'instant ¢. La densité numérique a pour dimension

N aer

[n(m, Z,t)] = ViMoo

(2.11)
et s'exprime en #aérosols/m?>/ug. On désigne par mq la plus petite masse
d’aérosols de la distribution, celle-ci correspondant au seuil de nucléation.

La densité numérique d’aérosols vérifie I’équation d’advection-diffusion-
réaction :

on

a(m,m,t) =— div(V(Z,t)n) +div(K(Z,t)Vn)+S(n,Z,t) (2.12)

v v
advection par le vent diffusion turbulente source
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ou le terme source décrit les processus dynamique locaux des aérosols ([1]) :

1 m—mo
S(n,Z,t) =E(m > 2m0)§ / K(u,m — u)n(u, Z, t)n(m — u, Z,t) du
mo
gain de c?);gulation
* (1,
—n(m, T, t)/ K(m,u)n(u,Z,t)du — (on)
mo om
N -~ _ N——

perte par coagulation advection par c/e

(2.13)

ot E(A) vaut 1 si la condition A est satisfaite, 0 sinon. Le terme K (u,v) est
le noyau de coagulation des aérosols de masse u et v, de dimension V;, T} *,
et généralement exprimé en m?®.s~1. Le terme Io(m,t) est la vitesse de gros-
sissement, des aérosols a l'instant ¢, positive si condensation et négative si
évaporation, de dimension M, T; ', et généralement exprimé en pg.s~".

La nucléation fournit une condition aux limites :
(Zon)(mo, T, 1) = Jo(t) (2.14)

ou Jy(t) est le taux de nucléation, i.e. le nombre de particules nuclées par
volume d’air et par unité de temps, exprimé en #aérosols/m3/s.

De méme la distribution massique de chaque espece physico-chimique X;
est représentée par une densité de concentrations m +— ¢;(m, Z,t) telle que
gi(m, Z,t) dm réprésente la concentration de masse en X; dans les aérosols de
masses comprises entre m et m + dm au point & de I’espace et a l'instant ¢.
Elle a pour dimension

[g:(m, Z,t)] = 7 (2.15)
air
et s’exprime en pg/m?/ug.
On définit la masse m;(m,Z,t) en composant X; dans les aérosols de
masse m au point & et a I'instant ¢ par :

i

t)
t)

A qi (ma
n(m,

(2.16)

818

qui vérifie bien sur
Zmi(m, Z,t) =m (2.17)
i=1

ou n. désigne le nombre d’especes physico-chimiques de 1’aérosol.
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Les densités massique vérifient ’équation d’advection-diffusion-réaction :

0y N e (TH(= . o o
E(m,x,t) = Ehv(VEic,t)qll +£11V(K(:E,t)qul-l-é‘z(n,fIz,fU,t)J (2.18)

~
advection par le vent diffusion turbulente source

oll le terme source décrit de méme les processus dynamiques locaux des aé-
rosols ([45, 1]) :

m—mo
Si(n, g;, Z,t) =E(m > 2my) / K(u,m —u)q;(u, Z, t)n(m — u, Z,t) du

mo
N J
-~

gain de coagulation

- qi(ma fa t) K(ma u)n(ua fa t) du
mo

N J/
-~

perte par coagulation
0(1vg;)

om
——

advection par c/e

+ Li(my,...,my,t)n(m,Z,t)

~
transfert gaz/aérosols

+2<,-(m1, ey My, t)n(m, Z, t)J
chimie interne aérosol
(2.19)
Le terme I;(my,...,m,,,t) représente le transfert de masse en espeéce chi-

mique X; de la phase gaz vers un aérosol. Il a méme dimension et unités que
la vitesse de grossissement, et la somme sur les especes du transfert de masse
vérifie :

Y Li=1I (2.20)
=1

Le terme x;(ma,. .., my,,,t) est la production chimique de X; dans ’aérosol.
La nucléation fournit la condition aux limites :

(Zog:) (mo, &, t) = mi(mao, &, ) Jo(t) (2.21)

Le transfert de masse entre phase gaz et aérosols rajoute également un
terme source aux équations (1.1) des concentrations gazeuses :

oc) e . . .
act’ =— div(V(Z,t)d]) +div(K(Z,1)Vd]) = Ayud]
advection\;ar le vent diffusion‘t;rbulente lessivage humide (2_22)
+ X/ (6 T(Z,1), RH(Z, 1), I(Z, 1)) + 5] (n, 7, 1)

production chimique source
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avec
0

S9(n, Z.8) = —mi(mo, £)Jo(t) — / (in)(m, Z,t) dm (2.23)

mo

2.5.3 Meélange interne versus mélange externe

Une telle représentation mathématique de la distribution d’aérosols si-
gnifie implicitement que les aérosols de méme masse m ont également méme
composition. Cette hypothese est appelée mélange interne par opposition a
celle de mélange externe dans laquelle des aérosols de méme masse peuvent
avoir des compositions différentes.

Afin de prendre en compte cette derniere possibilité, il est nécessaire de
redéfinir la densité numérique d’aérosols, non plus par rapport a sa masse m,
mais par rapport & sa composition (my, ..., my,, ). Une distribution numérique
de mélange externe s’écrirait donc :

m s n(m,,t) , m=(my,...,mp)" (2.24)

ou n(m, Z,t) dm ... dm,, représente la concentration numérique d’aérosols,
a 'instant ¢ et a la position Z, dont la masse en chaque composant X; est m;
a dm,; pres.

La figure 2.17 illustre schématiquement les aérosols avec trois compo-
sants suivant chaque description. L’hypothese de mélange interne implique
que chaque taille d’aérosols contient en méme temps toutes les especes chi-
miques du modele ([46]). Par contre ’hypotheése de mélange externe permet
de représenter aussi les aérosols bi-composés et mono-composés.

mélange interne mélange externe

FiG. 2.17: Mélange interne et externe.

La plupart des modeles d’aérosols font 'hypothése de mélange interne,
en partie a cause du surcroit de complexité du modele de mélange externe.
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Cette hypothese peut cependant étre mise en défaut a proximité des sources
d’émissions ([47, 48]) ol se rencontrent aérosols directement émis et aéro-
sols transportés. Des modeles de mélange externe ont ainsi été développés
([49, 50]), parfois qualifiés de source-oriented ([51]), dans le cadre de I'étude
de Deffet radiatif des aérosols ([52, 53, 54]). L'effet radiatif des aérosols est
principalement du a la présence de carbone élémentaire, émis dans I’atmo-
sphere sous forme de fines particules de suie qui se mélangent assez peu avec
les autres composants.

Dans le cadre de cette thése, nous sommes restés a une approche de
mélange interne. Nous proposons par ailleurs une investigation formelle du
mélange externe et de ses liens au mélange interne dans la partie 3.2.

2.6 Equations générales de la dynamique des
aérosols (GDE)

L’objectif de cette these est d’étudier les propriétés de la GDE et de
construire un modele numérique susceptible d’étre incorporé dans un mo-
dele de dispersion, comme le modele POLAIR3D ([55]) développé au sein du
CEREA.

La dynamique des aérosols a proprement parler est donnée par la réso-
lution de la partie locale (ou 0D) des équations (2.12), (2.18) et (2.22). Les
équations traitées au cours de cette these sont donc les suivantes :

— Distribution numérique d’aérosols :

0 1 [mme
6_7;(7”’ t) =E(m > 2m0)§ / K(u,m — u)n(u, t)n(m — u, t) du
mo
0 d(Iyn)
— t K t)du — ——
n(m,t) g (m,u)n(u,t)du S
(2.25)
— Distribution massique pour chaque composant X; , i =1,...,n,:
4 o
E(m, t) =E(m > 2my) K(u,m — u)g;(u, t)n(m — u,t) du
mo
—q;(m, t) K(m,u)n(u,t)du
mo
Ta:
— a(a:;fz) + Li(my, . ..,my,,,t)n(m,t)

+ Xi(mh ceey My, t)n(m’ t)
(2.26)
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— Concentration gazeuse en composant semi-volatile X :

g [e’s)
aacti = —my;(my, t)Jo(t) — / (Iin)(m,t) dm (2.27)
mo
— Conditions aux limites en my :
(I()TL) (m(), t) = J()(t) s (qu,-) (m(),t) =m; (mo, t)J()(t) (228)

Cet ensemble d’équations forme les équations de la GDE.

Dans les modeles de dispersion, la chimie gazeuse est généralement dé-
couplée du modele d’aérosols ([56, 57]), aussi I’équation (2.27) n’inclut-elle
que le terme d’échange phase gaz et aérosols.

La conservation de la masse en composant X; s’exprime par ’équation

A0+ [ atmtam = [ Onlmt) dn £ K@) (229
mo mo

La masse totale K; en composant X; du systeme n’est potentiellement mo-
difiée que par la chimie interne de I’aérosol.



Chapitre 3

Quelques propriétés de la GDE

Résumé

Les développements de ce chapitre, largement formels, permettent de
mettre en évidence les approximations et hypothéses souvent implicitement
admises. On aborde en particulier le passage du modéle discret au modéle
continu et le passage du modéle de mélange externe au modele de mélange
interne. On s’intéresse ensuite a chaque processus : coagulation,
condensation/ évaporation, et nucléation, afin d’en dégager les principales
propriétés. Dans une derniére partie on expose les quelques cas pour lesquels
la GDE admet une solution analytique.
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3.1 Du discret au continu

Le spectre de taille d’aérosols est en réalité discontinu. Aussi les équations
de la GDE (cf. sous-section 2.6) peuvent-elles étre réécrites selon un spectre
discret de taille d’aérosols.

Le passage de ce dernier modele au modele continu permet tout d’abord
de valider I’approche continue, courrament utilisée, et d’en souligner les ap-
proximations par rapport a la réalité discrete d’une distribution d’aérosols.

On développe donc dans la suite le modele discret, puis le passage du
discret au continu pour chaque processus. Les calculs formels sont menés
dans le cas d’un seul composant pour en faciliter la lecture.

3.1.1 Modeéle discret

Les équations de la GDE peuvent étre réécrites a partir d’une description
discrete de la distribution d’aérosols, dans laquelle la densité numérique m —
n(m,t) est remplacée par une infinité de concentrations N* d’aérosols de

masse mF.
Naer

k=1,...,00, [NF]= T

(3.1)
exprimé en #aérosols.m 3.

Bien que plus représentative de la réalité discrete de la physique d’une
distribution d’aérosols, les équations discretes de la GDE se révelent peu
pratiques en raison du grand nombre d’équations, mais sont plus aptes a
représenter les processus affectant les plus petits aérosols ([58]).

Un compromis consiste donc a conserver 'approche discrete en dessous
d’une certaine taille d’aérosols, et d’adopter une approche continue pour le
reste du spectre ([59]). Le dessin 3.1 illustre cette approche. La plus petite

ml m? mko mk b+l m2k
- —
| y condensation
| nucléation |
3 3 coagulation
1<k<ko k > ko
-t - o

DISCRET CONTINU

F1G. 3.1: Modele discret-continu.
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masse m' du modele discret, ou monomere, représente 1'incrément entre deux
tailles successives m* et mF*! d’aérosols. C’est typiquement la masse d’une
molécule de gaz. toutes les autres masses m* étant des multiples de m! :

m* = km? (3.2)

Les concentrations N* pour k = 1,...,ky — 1 représentent la concentration
gazeuse en molécules ou en clusters de molécules.

La masse m* est le seuil de masse & partir duquel un cluster (ou agrégat)
de molécules devient stable pour former un aérosol. Cette masse correspond
donc au seuil de nucléation, my.

La coagulation entre deux aérosols de masse m’ et m’ peut étre représen-
tée comme une réaction chimique :

(1) + () = (1 +7) (3.3)
ou le noyau de coagulation K;; est I’analogue d’une vitesse de réaction, sy-
métrique en (7, j) du fait de la symétrie de la réaction (3.3).

De méme la condensation est la réaction par laquelle un aérosol “gagne”
un monomere m!. o
(k) =3 (k+1) (3.4)
et inversement, 1’évaporation la réaction par laquelle un aérosol perd un mo-
nomere :

(k) 5 (k—1) (3.5)
ou Ej et C} sont les constantes de réactions, de dimension :
[Cl=T", [B]=T" (3.6)
La cohérence avec la coagulation (3.3) impose
Cy, = K1, N* (3.7)
Les concentrations N* vérifient alors
ANk 1R . 0 |
k>2, — () =3 Z_;Kj ko NIN*=T — NE () ; KN’ 33)
4 By N¥ B N* £ O (N1 — O, N*
et la concentration en monomeres :
dfl\tf : (t) = —N'(t) Y KN/ =Y CeNF+) " EN* (3.9)
j=2 k=1 k=2

Le coefficient 1/2 de ’équation (3.8) vient du fait que la somme compte deux
fois chaque couple (j, k — j) de coagulation, une justification plus complete
de ce coefficient est disponible dans [1], notamment lorsque j = k — j.
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3.1.2 Passage au modele continu

D’un point de vue physique, le passage d’un ensemble de valeurs discretes
a une fonction continue n’est valide que si I’élément infinitésimal de masse dm
reste grand devant la plus petite masse m' de la représentation discréte. La,
description continue est en ce sens plus grossiere que la description discréete.
On définit Am un intervalle du spectre de masse d’aérosols centré autour
de m : ) .
Am:[m—%,m—f—%[, z>1 (3.10)
La valeur de la densité de concentration en m se définit alors comme la
moyenne de toutes les concentrations discrétes N* telles que m* se trouve
dans l'intervalle Am :

n®(m, 1) :ﬁ( Z Nk(t)) (3.11)

Lorsque z tend vers 1 la densité de concentration tend vers

lim n®(m, ¢) = %N’“(t) (3.12)

z—1
ol k est I'indice correspondant & la masse m* telle que m* € Am.

k
‘N

FiG. 3.2: Passage du discret au continu.

Le passage du discret au continu pour chaque processus s’effectue donc
en introduisant la densité continue définie par

N¥(t) = m'n(m*,t) (3.13)
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3.1.2.1 Coagulation

D’apres les équations discretes (3.8) de la GDE, les équations discrétes
de la coagulation des aérosols sont :

dN*o -
k=ko, (t) = =N" Y " Ky,;N

dt =
e (3.14)
dNF 1R .. |
k>ko, ——( =§ZKM_]~NJN T = N*1) Y KN
J=ko Jj=ko
Par passage du discret au continu (3.13), on obtient :
on hho . , .
at( mP, 1) ——m Z};K m?, mFn(m? , t)n(mF —m? t)
7= o (3.15)
— n(m*, t)m! Z K(m*, m/)n(m?, t)
j=1

On s’intéresse tout d’abord au terme de gain. Pour cela on définit la fonction
m > fm = K(m—u,u)n(u,t)n(m—u,t) et on développe l'intégrale suivante :

k k:k()l

Font) = [ fuw / " el (3.16)

mo

Sur chaque intervalle [m’, m’*!] on développe la fonction f,» :

(v —m?)®

Fon (1) = fone (M) + (w = m7) fr (m) + =

Frni (67) (3.17)
avec 67 €]m?, u[. En toute rigueur le point #/ dépend implicitement de u, ce
dont il faudrait tenir compte dans l'intégration de la fonction u +— f,,x(u).
On fait ici 'approximation que 67 varie peu lorsque u parcourt 'intervalle
[m?, m’*1], et peut donc étre pris comme constant. Par la suite les termes
d’ordre 2 seront négligés. L’intégrale F(mF) devient alors :

k—ko—1 2k ko—1 3k ko—1

D Jum) + 5= D frulm) > In

J=ko j=ko j=ko

(3.18)
Par ailleurs la fonction f,, est symétrique par rapport a m/2 :

fm(u) = fm(m =), fr,(u) = —fr(m —u) (3.19)
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L’intégrale F'(mF) se simplifie alors en

k—ko—1 ( )2 3k ko1

=t S f () = g (mthoy £ XS g ()
Jj=ko i—Fo ( )
3.20

On linéarise une nouvelle fois f,, au point m* —my :
U — mk*ko 2

F () = s (*H0) o+ (= b H0) £, (b H0) - | 5 S g (ot

(3.21)

avec af € [mF o q.
Or la fonction f,,» n’est définie que sur l'intervalle [mg, m
I’hypotheése qu’elle est nulle en dehors de I'intervalle

¥ —myg), on fait

1 1
Tk — mg+ = (3.22)

Mo =7 2

de sorte que :

0= fue(m* ) 4 Tofralm 20) £ 255 (@) (323)
soit . .
m? i (M —mg) = — fre (mFF0) — %ﬂ;k(a’“) (3.24)

On remplace alors la dérivée premiere dans I'expression (3.20) de F(m*) :

k—ko 1 k ko—1
m Y frr(m?) +(mt)? (8 +— DA 0]) (3.25)

Jj=ko Jj=ko
N -~ N -~

Sk Ry,

On en déduit que la somme Sy est une approximation a ’ordre 2 de ’'intégrale
F(mF) :

F(m*) = S, [1 + &(ml)Q] (3.26)

De méme on montre que la somme
w .
m' > " K(mF, m?)n(mi ) (3.27)

est une approximation a l'ordre 1 de I'intégrale :

h K(m,u)n(u,t)du (3.28)

mo
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On en déduit que I’équation continue de coagulation

on 1 [mmme

—(m,t) == K(u,m —u)n(u, t)n(m — u,t) du

o 2 J{;o _ (3.29)
—n(m,t) K(m,u)n(u,t)du

mo

est une approximation a l'ordre 1 en m' des équations discretes (3.14).

3.1.2.2 Condensation/évaporation

D’apres les équations discretes (3.8) de la GDE, les équations discretes
de la condensation/évaporation des aérosols sont :

Nlc
k> ko, d

> (6 = Ep  NF*Y — EyN* + C, \NF' — O,N*  (3.30)

Par passage du discret au continu (3.13), on obtient :

k> ko, a—n(mk,t) = (En)(m*t) — (En)(m*,t)

= ot (3.31)
+ (Cn)(m*1,t) — (Cn)(m*, t)

La linéarisation des fonctions m — (En) et m — (Cn) donne

dEn (m!')2 0?En
1 k

om (m™) + 2 0m?
oCn (m)? 0*Cn
1 k

om (m”) 2 om?

(En)(m**") = (En)(m*) +m (m*) + O[(m")’]

(Cn)(m*~") = (Cn)(m*) —m (m*) + O[(m')’]

L’équation (3.31) devient donc

k> ko, g—?(mk,t) = -

avec

6([077,)
om

82 (Il n)
om?2

(m, 1) + (m*,1) + O[(m")*] (3.32)

é (m1)2

Iy(m,t) £ m'(C — E)(m,t) , I;(m,t) 5

(BE+C)(m,t)  (3.33)

On reconnait la vitesse de grossissement des aérosols I, positive si condensa-
tion ( C' > E), négative si évaporation ( C < FE ). Le coefficient I, toujours
positif, joue le role d’'un coefficient de diffusion pour la distribution d’aérosols,
de dimension

(1] = (Maer)*T; (3.34)
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et d’unité le ug®.s~1. Le rapport entre le coefficient de diffusion de la distri-
bution d’aérosols et la vitesse de grossissement donne :
Il C + FE 'I’I'L1

Lorsque l'on se trouve dans un cas de condensation (C' > E), ou un cas
d’évaporation (E > C) alors I; est d’ordre inférieur a I :
C+E I

—_— A 1
& 1=>IO o(m) (3.36)

Par contre lorsque condensation et évaporation s’équilibrent (C' ~ FE) le
terme de diffusion peut devenir prépondérant.

Cependant dans le cas des aérosols atmosphériques ce terme de diffusion
est un artefact du passage du discret au continu et est en pratique toujours
négligé devant le terme d’advection ([60]).

On en déduit que ’équation continue

on  0(Lyn)
E+ om

m>mg, =0 (3.37)

est une approximation & 1’ordre 1 en m' de I’équation discrete (3.30).

3.1.2.3 Nucléation

Dans le modele discret la nucléation est le fait de toutes les intéractions
entre molécules de gaz qui conduisent a la formation d’un aérosol. Il s’agit de
la coagulation des agrégats et de la condensation des agrégats moléculaires
de taille kg — 1. Le modele discret de nucléation s’écrit donc d’apres (3.8) :

ko—2

dNko 1 . .
(0= Cro N = B % 0 3 7 Ky NINSTT 2 (1) (3.38)
j=2
et pour k =ko+1,...,2(kg— 1) :
dN* 13 N
() = 5> Kj kNN £ (1) (3.39)
j=2

La somme de tous les flux de nucléation donne le noyau de nucléation Jo(t) :

2(ko—1)

Z Ji(t) = Jo(t) (3.40)

k=ko
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On définit une densité discréte de probabilité (p*) par :

Ji(t)
k=ko,...,2(ko—1 F(t) = 3.41
05 7(0 )ap() JO(t) ( )
Les équations (3.38) et (3.39) peuvent alors étre réécrites en

dN*

S = () (3.42)

Les especes gazeuses existent quasi-uniquement sous forme de molécules in-
dépendantes ou d’agrégats d’au plus deux ou trois molécules ([61]), si bien
que la contribution des agrégats a la nucléation, représentée par le terme
somme de coagulation des équations (3.38) et (3.39), est négligeable devant
le flux de condensation en kj. La densité p* est par conséquent trés proche
d’une masse de Dirac en k.

dN*
dt
oll § est le symbole de Kronecker!, sans dimension.

D’apres la relation (3.13) le passage du discret au continu de I’équation
(3.42) s’écrit :

mlz—’;(mk, 1) = 6(k, ko) Jo (1) (3.44)
soit 5 .
T (mk, 1) = —5(k, ko) Jo(t) (3.45)
ot mt
—_——
&(mk myo)

ott §(m*,mg) est une fonction de Dirac, valant 1/m?! sur Jmg — m!/2, mg +
m'/2[, 0 sinon. L’équation (3.45) est une approximation de

Le symbole de Dirac a pour dimension [§(m,mg)] = (Maer) ', exprimé en

1y .

3.2 Du mélange externe au mélange interne

Dans ce qui suit est développé le modele de mélange externe pour le
processus de condensation/évaporation, qui est le plus signifiant en terme de
composition chimique.

Lqui vaut 1 si k = ko, 0 sinon.
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Le modele de mélange externe permet une description plus réaliste des
distributions d’aérosols atmosphériques mais se révele trop complexe a trai-
ter numériquement. Aussi montre-t-on comment se ramener au modele de
mélange interne.

3.2.1 Equations eulériennes du mélange externe

La description eulérienne de mélange externe signifie que la densité numé-
rique d’aérosols, comme définie en partie 2.5.3, ne dépend plus uniquement
de la masse totale m de 'aérosol, mais de sa composition (my,...,my,) :

m = n(m,t), m=(my,...,my)" (3.47)

telle que n(m, t) dv représente la concentration numérique d’aérosols dont la
composition est (my,...,my,) & dmi... dm,, = dv pres.

Les masses m; en chaque espece X; sont a présent des variables eulériennes
indépendantes, alors qu’elles étaient liées par la masse totale m dans le cadre
du mélange interne.

La densité massique en composant X; s’écrit simplement

m — q;(m, t) = mn(m, t) (3.48)

La densité numérique d’aérosols vérifie I'équation de condensation/ éva-
poration :

g—? +div(An) =0, A=(Ay,...,4.,)", Aj=L+x; (3.49)

ne 9
Jj=1 Om; *

On note que, contrairement a ’équation de la densité numérique en mé-
lange interne, la chimie de I’aérosol intervient dans le terme de divergence,
car elle modifie le nombre d’aérosols d’une composition donnée au méme titre
que la condensation/évaporation.

En multipliant I’équation (3.49) par m; on obtient ’équation de la densité
massique en composant X :

ou le symbole div représente 'opérateur de divergence »

% +div(Ag) = Ain (3.50)

ou 'on utilise la relation

div(Ag) = div(Amn) = A;n + m,div(An) (3.51)
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3.2.2 Conditions aux limites

Contrairement a la masse totale m qui ne pouvait étre inférieure au seuil
de nucléation mg, les masses m; en composant X; peuvent s’annuler, mais
doivent vérifier collectivement :

Zmi 2> My (3.52)
=1

L’analogue de la condition aux limites en my donnée par la nucléation pour
le mélange externe s’exprime donc sur ’ensemble de toutes les compositions
dont la masse totale est égale au seuil de nucléation my :

/ Ané ds = Jy(t) (3.53)
Smy

ol Sy, est 'hyper-plan de ’ensemble des compositions (figure 3.3) :

Sm:((ml,...,mnc)i Zm]:m, mZ20> (354)

j=1
et ¢ la normale sortante unitaire a cet hyper-plan :
d=(1,...,1)T (3.55)

L’intégrale de (3.53) se réduit donc a

/ Agnds (3.56)
Smo

avec
i=1 =1 =1

La conservation de la masse totale par la chimie interne de ’aérosol implique
Xo = 0. La condition aux limites (3.53) revient finalement a

/S (Lon) (4, 1) ds = Jo(t) (3.58)
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Fi1G. 3.3: Plan S, pour trois especes.

3.2.3 Equations résultantes du mélange interne

On note respectivement 7. et §; les densités numériques et massiques de
mélange interne. Celles-ci apparaissent comme la somme des densités de mé-
lange externe sur ’ensemble des compositions de méme masse totale. La
définition mathématique qui convient est donc une intégrale sur I’hyper-plan
Sm ¢

fi(m, 1) & / n(i, 6 ds , G(m, 1) 2 / Gt ds  (3.59)

m

Nous allons établir les équations vérifiées par les les densités de mélange
interne (3.59), a partir des équations (3.49) et (3.50).

On définit N(t) la concentration d’aérosols dont la masse totale est com-
prise entre m! et m? :

N & / i (m. 1) dm (3.60)
Par dérivation on obtient
AN (™ On m on
e == - — () d .61
o L (m,t) dm /m1 < s ot (m, t) ds) m (3.61)

soit en utilisant 1’équation (3.49) :

LA / " ( / div(n) 7. ds) dm = — /D div(ndy (362

ml
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ou D15 est 'ensemble de toutes les compositions dont la masse totale se situe
entre m' et m?. On représente ce domaine dans le cas de n, = 2 et n, = 3
respectivement sur les figures 3.4 et 3.5, le raisonnement étant valable pour
n. quelconque.

droite P;
plan P K
droite S o N K
) ./ .
D12 planS_4 [/ __-+* I e
ST e
(/ plan P3
| i
droite Sml T—droite Py

F1G. 3.4: Deux especes.

F1G. 3.5: Trois especes.

Pour la figure 3.5 le domaine D5 est un volume fermé par les plans S,,,1,
S2 et P; d’équation m; = 0.
On applique le théoreme de la divergence a la dernieére égalité de (3.62) :

dN / _ - / o )
- — _ And ds + Andds 3.63
dt ( S ; P; ( )

La normale sortante du plan P; est constante de valeur (0,...,—1,...,0)7,
oil le —1 se trouve & la ™€ position. L'égalité (3.63) se réduit a

ﬂ__/
dt  Jg

Les intégrales peuvent étre réécrites de la fagon suivante :

dN m 9 ™
= - _ — Agnds | d Ainds ) d 3.65
o /ml (')m(/sm on s) m—i—/m1 <,-:ZI/P¢(m) ns) m( )

avec P;(m) défini comme l'intersection des plans P; et S,,.

AnGds + /
s

m2 ml

Agn ds + / Agnds + / Amds  (3.64)
Sl i=1 v B

m2
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En rapprochant les égalités (3.61) et (3.65) on obtient

mron 0 e
— + — A — A; = }

Comme cette derniere égalité est vrai pour tout m' et m?2, on obtient locale-
ment I’équation vérifiée par la densité numérique de mélange interne :

on 0 =
ot om (/ Aonds) = (Z / o Ands) (367

3.2.3.1 Terme d’advection

Le terme d’advection de ’équation (3.67) fait apparaitre Ay. Or celui-
ci revient a [y d’apres (3.57). On retrouve le fait que la chimie interne de
I’aérosol n’advecte pas la densité numérique de mélange interne.

Néanmoins ’équation (3.67) fait encore apparaitre la densité numérique
de mélange externe. On définit assez logiquement une valeur moyenne de la
vitesse de grossissement des aérosols de masse m selon :

- a 1

Iy(m,t) ﬁ/ (Ign)(m, t) ds (3.68)

m

3.2.3.2 Termes sources

L’équation (3.67) apporte un terme source pour chaque espece Xj :

/ Ainds (3.69)
Py(m)

qui s’interprete comme le flux d’aérosols de masse m dont la masse en X; est
nulle. Ce flux est toujours positif, en effet si I’aérosol ne contient pas de X;
alors il ne peut évaporer, I; > 0, et il ne peut étre consommé par la chimie
interne, x; > 0, donc A; > 0.

Deux cas limites peuvent se présenter.

— soit la distribution d’aérosols est bien mélangée, i.e. tous les composants
chimiques sont présents dans chaque aérosol, alors la densité externe
de l'intégrale (3.69) est nulle, et I'intégrale aussi.

— soit la distribution d’aérosols n’est pas du tout mélangée. Par exemple
dans le cas de deux composants chimiques, la distribution d’aérosols
est composée ou uniquement de X; ou uniquement de X, alors les
intégrales (3.69) ne peuvent étre négligées dans I’équation (3.67).
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3.2.3.3 Densité numérique interne

On fait I’hypothese que la distribution d’aérosols est bien mélangée, de
sorte que ’on néglige les termes sources (3.69). L’équation vérifiée par la
densité numérique de mélange interne revient donc a

on  d(Ion)
T — =0 3.70
ot " om (3.70)

La condition aux limites (3.58) se réduit a
(Iofs) (mo, t) = Jo(2) (3.71)

3.2.3.4 Densités massiques internes

De la méme maniere on développe I’équation vérifiée par la densité mas-
sique du composant X; en mélange interne :

86,  0(IoGi) =

EJF I = [(Zi + xi)7t](m, t) (3.72)
fi(m,1) 2 / ()7, 1) ds Tl 1) 2 / (n) (£ ds— (3.73)

m

Les transferts de masse moyens vérifient toujours
Ne
Ih=>Y_1, (3.74)
i=1

3.2.3.5 Approximations

Le modele de mélange externe, bien que plus représentatif, se révele trop
coliteux pour étre mis en oeuvre dans les modeles de dispersion 3D.

Les calculs précédents montrent que, s’il est possible de développer de
maniere rigoureuse un modele de mélange interne, ’erreur introduite par
cette hypothese tient d’une part a la négligence des termes sources (3.69) et
d’autre part au fait que les coefficients A; doivent étre approchés  partir
d’une composition moyenne :

Ai(m,t) ~ Ai(a, ..., My, , Wy =

(3.75)

~HESE

On peut mesurer la validité de I'hypothese de mélange interne par 1’écart
entre les densités 72 et n. On note E(n) la valeur moyenne de la densité n sur
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I'ensemble S,, des aérosols de masse totale m, et V(n) son écart quadratique
moyen sur ce méme ensemble :

n(m,t)

i V= { / ) (n(m,t) —E(n))st]% (3.76)

ou A,, est l'aire de ’hyperplan S, (3.54). Plus I’écart est grand devant la
moyenne, moins valide est I’hypothese.

E(n) =

3.3 Propriétés de la distribution d’aérosols

Dans cette partie je souhaite mettre en évidence les propriétés et les effets
sur la distribution d’aérosols de chaque processus.

3.3.1 Coagulation

La coagulation a tout d’abord été étudiée par Smoluchowski ([62]) dans
le domaine de la chimie des polymeres. Elle a aussi fait I’objet d’études
théoriques ([63, 64]).

Je reprends dans cette partie les propriétés importantes de la coagulation
dans le cadre des aérosols atmosphériques. On rappelle :

dN*o - :
=k, () = —N" 3 Ky N
j=ko
N ko - . (3.77)
k>ko, ——(t) =3 D Kj oy N'N*T — NF(t) " KN
J=ko J=ko

Le facteur 1/2 du terme devant le terme du gain provient du fait que la somme
compte deux fois chaque couple (j, k—j) pour j différent de £ —j. On montre
dans [1] que ce méme facteur est également nécessaire pour j = k — j.

A la distribution de concentration discrete (N*) on associe le moment M,
d’ordre [ :

o
120, M=) (m)'N (3.78)
j=ko
Les moments d’ordres 0 et 1 correspondent respectivement a la concentration
totale d’aérosols, i.e. toute taille confondue, et a la masse totale d’aérosols.
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3.3.1.1 Le noyau de coagulation

L’expression du noyau de coagulation dépend du processus micro-
physique qui ameéne deux aérosols a s’agglomérer (“choc mou”).
On distingue :
— le mouvement brownien ([1]) :
— en régime continu dp, , dp, > Agir -

Ko =2n(Dy + Dy)(d,, + dp,) (3.79)

ou D¢ et D, sont respectivement les coefficients de diffusion dans
lair des aérosols de diamétres d,, and d,, :

ey T

= 3.80
37T/J/air dpi ( )

i
avec kj la constante de Boltzmann , 7" la température et p,; la visco-
sité dynamique de I'air.

— en régime moléculaire libre, i.e. dp, , dp, K Agip -

1
B _ T 202 2\l 8ky T 2
K" = Z(dpl +dp,) (1 +63)2, 6= <7rm~ (3.81)
(3
ol m; et ¢; sont respectivement la masse et la vitesse quadratique
moyenne des aérosols.
— en régime de transition, d,, , d,, ~ A4 o le noyau de coagulation
est celui du régime continu corrigé par un facteur g ([65]) :

dp, + dp, 8(D; + Ds)

B = +— (3.82)
dm +dp2+2(g%+g§)% (C%_'_C%)%(dpl +dpz)
avec
1 3 8D;

i =——|(d, + 1) — (& +13)2| —d,, , l; =— 3.83

g 3dpllz (Zh—{_ ) (pl+ ’L) Pi ﬂ_éz ( )

Le coefficient de diffusion des aérosols dans 1’air doit aussi étre cor-
rigé :

544K, +6K2 +18K3 2 i
D = Dz n; n; n; = air 3.84
' 5— Km + (8 + 71-)K?Lz , ' dpi ( )

— [’écoulement laminaire : on note I' le gradient de vitesse d’'un écoule-
ment laminaire, I' = ‘;—;‘, le noyau de coagulation laminaire entre deux
aérosols de volumes v; et vy vaut :

Kh = ~[(0n)} + ()3 (3.85)
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— [’écoulement turbulent : on note v la viscosité cinématique du fluide et
€ le taux de dissipation de I’énergie cinétique par unité de masse, le
noyau de coagulation turbulente entre deux aérosols de volumes v; et

V9 vaut :
TEE 16 1

1
Kiy = (355, - [(01)% + (v2)3]° (3.86)
— le dépot gravitationnel : on note p, la masse volumique des aérosols, g
la gravité, et p la viscosité dynamique de ’air, le noyau de coagulation
gravitationnelle entre deux aérosols de volumes v; et vy vaut :

Ll
Wl

1 PpY 2 2

K& = (=—=—)s22[(v))3 — (v3)3](v2)3 , v1 >w 3.87
(AR (SR CA LN €

Le noyau de coagulation présente par ailleurs les propriétés générales :

— de symétrie : K15 = Koy,

— de dilatation : il existe un coefficient «, dit de dilatation, tel que

A>0 , K()\’Ul, )\Ug) = )\aK(Ul, Ug) (388)

On vérifie que la coefficient a vaut
— 0 pour le mouvement brownien en régime continu,
1/6 pour le mouvement brownien en régime moléculaire libre,
— 1 pour I’écoulement laminaire,
— 1 pour I’écoulement turbulent,
— 4/3 pour le dépot gravitationnel.
Cette derniere propriété montre que la coagulation brownienne est
quasiment indépendante d’un changement d’échelle, i.e. la coagulation
brownienne entre deux petits aérosols est la méme que pour deux gros
aérosols, alors que la coagulation turbulente en dépend linéairement.
— de limitation : il existe une constante C' dépendante de v; telle que

K(v1,v2) < C(v1)ve (3.89)

Le noyau de coagulation K (vi,vs), pour v; fixé, peut s’interpréter
comme le nombre moyens de “sites” de I'aérosol de volume vy permet-
tant la coagulation. Ce nombre de sites ne peut étre supérieur a son
propre volume ([64]). Cette limitation implique par ailleurs a < 2.
Cette derniere propriété assure par ailleurs que la somme infinie de terme
général Ky;N7 des équations (3.77) converge bien, puisque d’apres (3.89) :

Y KiNi(t) < iC(mk)ijj(t) < C(m*)M,(t) < oo (3.90)

j=1 j=1
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Fi1G. 3.6: Les différents noyaux de coagulation

La figure 3.6 montre les différents noyaux de coagulation pour un aérosol
de 1um de diametre, fonction du diametre de ’autre aérosol.

D’apres cette figure le mouvement brownien est le principal responsable de
la coagulation des aérosols de taille submicroniques a quelques micrometres.
Par contre le mouvement turbulent et le dépot gravitationnel déviennent
prépondérant pour les aérosols de plusieurs micrometres. Dans la pratique,
la coagulation des gros aérosols est négligeable devant celle des petits, du
fait de leur faible nombre. Aussi nous ne considérons dans cette these que le
noyau brownien.

3.3.1.2 Solutions stationnaires

Les solutions stationnaires aux équations (3.77), s’il en existe, vérifient :

k=ko, 0=—N"" Ky,;N

Jj=ko
et ~ (3.91)
k>ko, 0= zk: K;  ;NIN*J — Nk (¢) zk: KN’
J=Fo J=FKo

La premiere équation implique que la concentration N0 est nulle. Et plus
généralement si les (k — ko) premieres concentrations sont nulles alors la
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seconde équation se réduit a :

0 = N*(t) i KyjN7 (3.92)

Jj=ko

ce qui impose de méme que la k*™¢ concentration soit nulle.

On en déduit par récurrence que la seule solution stationnaire est la solu-
tion nulle. Autrement dit la coagulation est un phénomene totalement hors
équilibre.

3.3.1.3 Conservation de la masse

Il est clair que le processus de coagulation conserve la masse totale des
aérosols, puisqu’il ne s’agit pas d’un processus d’échange entre phases. Les
équations de coagulation (3.77) refletent-elles bien cette propriété ?

Commengons par montrer que ce n’est pas vrai pour un noyau de coa-
gulation quadratique de la forme K;; = Kym'm?. Dans ce cas I’équation du
moment M, des équations (3.77) se réduit a

dM, (M;)?
/Y _ _K,
dt 09

(3.93)

Si la masse se conservait, alors le moment M, serait une constante, de telle
sorte que l'intégration de (3.93) donnerait :

My(t) = Mp(0) — Koyt (3.94)

Par conséquent le nombre total d’aérosols s’annulerait a I'instant

2M,(0)
'= R (3.95)

ce qui signifierait que toutes les concentrations N* soient nulles & cet instant,
et donc que la masse totale M; soit également nulle, contredisant I’hypothese
de départ.

Plus généralement essayons de développer I'équation vérifiée par la masse
totale M pour un noyau de forme quelconque.

Pour cela nous supposerons de maniere artificielle que les concentrations
N7 sont nulles & partir d’un indice L > ko donné. Dans la suite nous ferons
tendre L vers l'infini, ce qui “annulera” cette hypothese restrictive.
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Sous cette hypothése la masse totale M vérifie :

Ml ZL: i AN
dt dt
k=ko
L
=ko
L

kko

=2 m

L
ik jNINEI — Nk (1) ZKijj)

Jj=ko

( J=ko
—ko L L
Z (m/ +mF 9K jNINFT = NN " mF Ky NEN

= k=Fko j—ko
L k= L L
Z ZO m K g NIN* — 3" " mF K NFNY
k=ko j=ko
L k- L L . o
Z Z /Bj k—j3 — Z Z IBkj ; 61’]‘ = mZKijNZNJ
=ko  k=koj=ko
G?z) P?Z)

(3.96)

oll 'on a utilisé le fait que m* = m? + mF=7, et que les deux sommes ré-
sultantes sont identiques, du fait de la symétrie du noyau, annulant ainsi le
facteur 1/2.

On remarque que les doubles sommes G et P de (3.96) sont en fait deux
manieres différentes de sommer les termes j3;; du plan (4,5) , ¢ > ko, j > ko,
comme l'illustre la figure 3.7 sur laquelle G somme les termes par diagonale,
et P par colonne.

G P

Fi1G. 3.7: Equivalence des doubles sommes.

Pour un L donné, les doubles sommes G(L) et P(L) ne sont pas égales,
P(L) est en fait deux fois G(L) d’apres la figure 3.7. Mais du fait qu’elles
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font la somme des mémes termes sur le méme plan, leurs limites lorsque L
tend vers 'infini, lorsqu’elles existent, doivent étre égales. Sous réserve de
leur existences le passage a la limite de (3.96) donnerait :

M ML
WM _ i M G(L) — lim P(L) =0 (3.97)

dt L—oo dt L—o0 L—oo

Donc, d'un point de vue mathématique la coagulation conserve la masse si
et seulement si la double somme suivante converge

L L
> mK;N'NY (3.98)

i=ko j=ko

La démonstration de la convergence de cette double somme nécessite des
développements techniques ([63]) qui ne seraient pas pertinents ici. Précisons
cependant qu’elle fait intervenir la propriété de dilatation (3.88), avec comme
résultat que la coagulation conserve la masse si le coefficient de dilatation
reste inférieur ou égal a I'unité.

Dans le cas particulier d'un noyau quadratique « vaut 2. De plus dans
ce cas la limite de la double somme (3.98), si elle existe, revient au produit

des moments d’ordre 1 et 2. Or le moment d’ordre 2 a pour équation d’apres
(3.77) :

dM, 9 M (0)
= Ky(M. My(t) = —————F—————— .
Py o(Ma)” = My(2) = My (0) Kot (3.99)
qui diverge a partir de I'instant :
t= _ (3.100)
M, (0) K, '

La perte de masse qui apparait a cet instant correspond a ’apparition d’un
aérosol de taille “infinie”, c’est-a-dire qui ne peut étre représenté par une
concentration N*¥ | k < oco. Ce phénomene, connu sous le nom de gélifica-
tion, permet de modéliser la formation de gel dans les solutions de colloides,
par exemple la précipitation de la caséine du lait lorsqu’on rajoute du ci-
tron, la solidification de I'albumine de I'oeuf lorsqu’on chauffe ce dernier, la
“coagulation” du sang. ..

Dans le cas des aérosols atmosphériques, seul le mécanisme de dépot gravi-
tationnel peut éventuellement faire apparaitre ce phénomene, ce qui pourrait
expliquer les gouttes de pluie.
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3.3.1.4 Profil des concentrations

Dans la suite on étudie I'effet de la coagulation sur le profil des concen-
trations d’aérosols, a partir d’une solution analytique.

Les équations (3.77), ayant pour conditions initiales une une distribution
d’aérosols mono-dispersée :

N, =
NE@O) =4 k= ko (3.101)
0 , k> ko

et avec un noyau de coagulation constant Vi,j , K;; = Ky, admettent pour
solution exacte :

(%)(jfl)ko
C

N¥(t) = NO(H%)U“)’% o b= koj (3.102)
0 ’ k 7£ kO]
ou T, apparait comme un temps caractéristique de coagulation :
2
= 1
Te KN, (3.103)

On évalue ce temps caractéristique lorsque le noyau de coagulation est égal
a la constante brownienne (3.79) :

8k T
3,U'air

K, ~ 6.4 1071 m? 57! (3.104)
ou kp est la constante de Boltzmann, &k, = 1.381 10723 J. K !, T la tempé-
rature atmosphérique, prise égale a 300 K, et u,; la viscosité dynamique de
Iair, de valeur commune ji,;; = 1.725 1075 kg.m~'.s71.

Pour une population d’aérosols de concentration Ny = 10'2 #/m?, le

temps caractéristique de la coagulation vaut alors :
T, ~ 3122 s (3.105)

La figure 3.8 illustre 1’évolution en temps des concentrations N* pour des
multiples de ky. Chaque courbe (kgj), passe par un maximum en

_ k-1 No 1 E—1\*"
= =27, Nt =22 1
k kO] .7 2 Te » max 4 (1 k‘)2 <k‘ 1) (3 06)

Ce maximum décroit avec la taille suivant :

N,
_ : k 0
k=koj>1, Niy~ 50

(3.107)
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coagulation constante, condition initiale mono—dispersee
T

0.2

— 2ko
s 3KO
-- 4ko

0.15 - ——- 5ko
—-— 6ko

NK/NO (adim)
o
2

W

t/tauc (adim)

Fia. 3.8: Evolution des aérosols par
coagulation

Pour un temps inférieur au temps caractéristique le profil de concentra-
tions N* est de la forme :

t (3-1)k
b < 1, = N*(t) ~ N, (-) (3.108)

c

Ce profil en temps court peut d’ailleurs étre généralisé a des noyaux quel-
conques, Van Dongen montre dans [63] que :

N¥(t) ~ BE >R F¢F—1 (3.109)

ou « est le coefficient de dilatation du noyau, B et R sont des constantes
déterminées par :

logR = — lim (k" 'log N*) , B = 2// dx (3.110)
k—00 1 —33

Pour un temps fini, le profil des concentrations N* peut étre mis sous une
forme exponentielle :

t
k T —kln Te
N (t) = N()@@ 1+ t ) (3111)

On montre de maniere générale ([63]) que la queue de distribution est toujours
de forme exponentielle :

k>1, N¥t)~ Bzk @et® (3.112)
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ou B reste défini par (3.110), et ¢ — z(¢) est une fonction vérifiant z(¢) < 0
et 2(t) > 0, dont la forme dépend du noyau de coagulation et des conditions
initiales.

Pour un temps supérieur au temps caractéristique les concentrations N*

s’uniformisent : .
t> 7. = NF(t) ~ Ng—— 3.113
> T, ( ) 0 (t / TC)Z ( )
La figure 3.9 illustre la variation dN*/dt des aérosols de tailles k suivant
le multiple de k. La coagulation affecte surtout les petits aérosols ([66]) et

a tendance a diffuser la distribution vers les grandes tailles.

80

o
o
T

N
o
T

variation du nombre d'aérosols ( adim %)
Y
o

10

indice de taille des aérosols

F1G. 3.9: Variation du nombre d’aéro-
sols suivant la taille.

La solution exacte (3.102) implique qu’a tout temps strictement positif, les
concentrations V¥ pour des multiples de k; sont immédiatement non nulles :

Vi>1,Vt>0, NKI(t) >0 (3.114)

Or le nombre total initial d’aérosols est Ny, ce qui signifie que la coagulation
ne peut produire physiquement des aérosols de taille supérieure a kyNy. Ce
qui contredit le résultat (3.114).

Devant cette contradiction, on peut étre tenté de chercher la taille k
a partir de laquelle le maximum de concentration N¥_  reste strictement

inférieur & un aérosol par volume d’air, ce qui revient a dire que les aérosols
de taille k£ et plus ne se forment pas.

VN

2e
——

kmax

k>1, Nt

max

<l=k> (3.115)
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Le seuil k.« ainsi calculé corrobore le fait que la coagulation ne puisse former
des aérosols de taille supérieure a ky/Ny puisque kpnax < koNo.

Cette remarque suggere que le systéeme d’équations déterministes (3.77)
représente un modele “moyen” de la réalité physique de le coagulation, de na-
ture stochastique. En ce sens les concentrations N* sont & interpréter comme
des moyennes temporelles.

3.3.1.5 Aérosols multi-composés

L’équation de coagulation pour une distribution d’aérosols mono-
composée revient a I’équation (3.29) établie & partir du passage du discret
au continu.

Il est posssible d’établir directement les équations de coagulation pour
une distribution d’aérosols & partir d’un raisonnement physique ([67]).

Le gain en masse de X; des aérosols de masse m di a la coagulation des
aérosols de masse m et m — u est :

[mi(u,t) + mi;(m — u, t)] K (u, m — u)n(u, t)n(m — u, t) (3.116)

En intégrant cette formule sur [mg, m — mg| on obtient :

1 m—mg

5 / [mi(u, t) + mi(m — u, t)| K (u,m — u)n(u, t)n(m — u,t) du (3.117)
mo

ou le coefficient 1/2 vient du fait que I'intégrale compte deux fois chaque

coagulation. En développant la somme on obtient deux intégrales identiques

qui réduisent le gain en X; a

m—mg
/ K(u,m —u)g;(u, t)n(m — u,t) du (3.118)
mo

De méme la perte en masse de X; des aérosols de masse m par coagulation
des aérosols de masse m et u est :

m;(m, t) K (m, u)n(m, t)n(u,t) (3.119)

Par intégration sur tout le spectre de masse d’aérosols, on arrive a la perte
totale en X :
o
/ K(m,u)g;(m,t)n(u,t) du (3.120)
mo
L’équation de coagulation pour la densité de masse g; en composant X; s’écrit
donc :

. m—mo
%(m, t) :/ K(u, m — u)qi(u, t)n(m —u, t) du
" (3.121)

— qi(m,t) h K(m,u)n(u,t)du

mo
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On note que les équations de coagulation sont quadratiques pour la dis-
tribution numérique (3.29), et linéaire pour la distribution massique (3.121).

3.3.1.6 Meélange uniforme

On parle de mélange uniforme lorsque la composition chimique des aé-
rosols est la méme pour toute les tailles. Cela revient mathématiquement a
dire qu’il existe un coefficient «; pour chaque espece X; tel que :

Ym >mg, m;(m,t) =a;m, Zozi =1 (3.122)
i=1
Comment les masses partielles m;(m,t) en espece X; évoluent-elles & par-
tir d’'une composition uniforme ? D’apres les équations (3.29) et (3.121) il est
possible d’établir une équation sur la masse m;(m,t) :

%(m, t) = %/ K (u, m—u)Am;(u, m, t)n(u, t)n(m—u,t) du (3.123)

avec

mo

Am;(u, m, t) = m;(u,t) + m;(m — u,t) — m;(m,t) (3.124)

qui peut étre vu comme un “gradient” de mélange de I'espece X; sur le spectre
de taille d’aérosols. Ce gradient s’annule pour une composition uniforme
(3.122) :

Vm > my , Yu € [mg,m], m;(u,m,t) = cyu+a;(m—u)— =0 (3.125)

I’équation (3.123) se réduit alors a :

m; .

Ce résultat montre que contrairement aux distributions numériques et
massiques, qui n’admettent pas de solutions stationnaires (cf. sous-section
3.3.1.2), la composition chimique en admet une, la composition uniforme.

Nous montrons dans la suite que la seule solution stationnaire possible
est la composition uniforme, c’est-a-dire que 'on démontre la proposition
suivante, a un instant ¢ donné :

om;
ot
Le principe de la démonstration étant plus lisible a partir du modele discrete,
on donne la version discréte de ’équation (3.123) :

Ym>mgy, VEt >0,

VYm > mg , (m,t) =0=Vm >mgy, m(m,t) =a;m (3.127)

Z ik Amg (g, k, t) N7 (£) N¥9(t) (3.128)
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dans laquelle on ne prend en compte que les indices multiples de ky. L’indice
ko devient 1, 2k, devient 2, et ainsi de suite. . .Le gradient discret revient a

Am;(j, k,t) = ml +mi 7 —mk (3.129)
Procédons par récurrence. La propriété (3.127) pour k = 2 aboutit a
Ki1Am;(1,1, )N (¢)N'(t) =0 (3.130)

En supposant que la concentration N' est non nulle, le terme nul de (3.130)
ne peut étre que le gradient, soit :

mZ = 2m; (3.131)
de méme pour k£ = 3 la propriété (3.127) devient
K1 9Am; (1,2, t)N () N?(t) + Ko1 Am;(2,1,1)N*(t)N'(t) =0 (3.132)
Par ailleurs le gradient vérifie
Am;(j,k,t) = Amy(k — 5, k. t) (3.133)

impliquant que les deux termes de (3.132) sont nuls, ce qui revient comme
précédemment a

Am;(1,2,1) =0 <= m; +m; =m; (3.134)

i
pourvu que la concentration N? soit non nulle. Or d’apres (3.131) ce résultat
donne :

m; = 3m, (3.135)
On démontre ainsi par récurrence qu’ a l'instant ¢ donné
Vk>1, mF(t) =km}(t) (3.136)

pourvu que les concentrations N* soient toutes non nulles.
L’équivalent continu du résultat (3.136) est :

m
Ym >mgy, mi(m,t) = —m;(mo,t) (3.137)

mo
pourvu que la densité continue m +— n(m,t) ne s’annule pas. On y reconnait
un coefficient «; :

. m; (mo, t)

Vm >mg, miy(m,t) =am, o = (3.138)

myo
qui signifie que la masse en X; est parfaitement distribuée sur la population
d’aérosols.
Cette propriété des équations (3.123) met en évidence 'effet de mélange
de la coagulation, c’est-a-dire son inclinaison a répartir la masse en chaque
espece X; de maniere uniforme sur le spectre de taille d’aérosols.
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3.3.2 Condensation/évaporation

L’équation de condensation/évaporation (3.37) est une équation d’advec-
tion sur le spectre d’aérosols, que 'on peut également établir a partir d’un
bilan du nombre d’aérosols.

Soit m; et my deux masses d’aérosols telles que m; < my. On définit le
nombre d’aérosols, noté N(t), dont la masse m se trouve entre m; et my a
I’instant ¢ par :

m2
N(t) = / n(m, £) dm (3.139)
mi
On effectue ensuite un bilan de masse entre les instants ¢; et ¢5. La variation
de N(t) entre ces deux instants est égale a la différence du flux d’aérosols ¢
en my et my entre les méme instants (figure 3.10).

N(t)
o(ma,t) -® o(ms,t)
mi . l . ma

F1c. 3.10: Bilan physique du nombre d’aérosols.

Soit :

N(ts) — N(ty) = / ® ma ) di — / ® oima ) di (3.140)

t1 t1

qui revient a

t2
/ / a—ndmdt / / 9% 4t dm (3.141)
o Jm om
on Oy
— + — = 142
/m /1< +8m) dmdt =0 (3.142)

comme cette derniere formule doit étre vraie quelque soit mq , mo et t; , o,
on en déduit ’équation de bilan du nombre pour la distribution d’aérosols :

puis

on 0Oy
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Avec I’expression suivante du flux, composée d’un terme d’advection et d’un
terme de diffusion :

8([171)
= - .144
v =In o (3.144)
on obtient : )
on ) _ 9 (hn) (3.145)

ot om om?2

Le noyau de condensation/évaporation Iy, ou vitesse de grossissement des
aérosols, est de forme générale ([60]) :

Iy(m,t) =o(t)m®, 0<a<1 (3.146)

ou o et a dépendent de la nature du processus physique responsable de la
condensation/évaporation (c/e) :
— diffusion continue : « vaut 1/3. Auquel cas le coefficient o prend la
dimension d’un coefficient de diffusion.
— mouvement moléculaire libre : o vaut 2/3, i.e. le noyau est proportionnel
a la surface de 1’aérosol.
— réactions chimiques : o vaut 1.
D’une maniere générale, le coefficient o correspond au nombre de sites de
’aérosol permettant la condensation/évaporation ([60]). Dans le cas du mou-
vement moléculaire le nombre de sites est proportionnel a la surface de ’aé-
rosol, d’ou le 2/3. Néanmoins on comprend que le nombre de sites ne puisse
étre supérieur au volume lui-méme de 'aérosol, ce qui explique que « soit
limité par 1'unité.
Pour le processus de transfert de masse que nous traiterons, le coefficient
o mesure ’écart entre les concentrations gazeuses d’équilibre de 1’aérosol et
celles du milieu gazeux (pour chaque espeéce chimique).
Le terme de diffusion étant négligeable par rapport au terme d’advection
(cf. sous-section 3.1.2.2), il n’en sera pas tenu compte dans la suite.

3.3.2.1 Etude par les courbes caractéristiques

La nature hyperbolique de I'équation de condensation/évaporation per-
met ’étude par la méthode des courbes caractéristiques.
Celles-ci sont les courbes m(t) du plan (m,t) définies par
dm
— = Iy(m(t),t) (3.147)
dt
Dans la suite j’utilise I’expression générale de la vitesse de grossissement
(3.146) avec « égal a 1/3, dans laquelle on suppose dans un premier temps
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o indépendant du temps. L’équation (3.147) revient &

i
7"; = o3 (3.148)
d’ou une expression analytique des courbes caractéristiques :
t= 2 md - m(0)}) (3.149)
= 2% m m .

Les figures 3.11 et 3.12 illustrent respectivement les courbes caractéristiques
dans le cas de la condensation (¢ > 0) et de '’évaporation (o < 0).

t t

to

mo m(0) m(t) mo m(0) m(t)
Fic. 3.11: Courbes caractéris- Fic. 3.12: Courbes caractéris-
tiques de condensation tiques d’évaporation

Sous cette forme les courbes caractéristiques ne peuvent se couper. En
effet si ’on suppose que deux courbes caractéristiques distinctes, (a) et (b),
se croisent en un point (m,t), on obtient :

3 2 2 3, 2 2
5 (mf = ma0)}) = 2 (mf — ma(0)) (3150)
soit
mq(0) = my(0) (3.151)

Autrement dit les courbes caractéristiques (a) et (b) ont méme origine et sont
donc confondues. Cette propriété garantit I'existence d’une unique solution.

On étudie I’évolution du flux ¢ le long des courbes caractéristiques, on
note @(t) = p(m(t),t) le flux le long des courbes :

. : I
e _ 5_90+@5_90_[0(m)(5”+6 O”) —0 (3.152)

dt — ot ' dt om ot ' om

le flux d’aérosols se conserve le long des courbes caractéristiques, ce qui per-
met de déterminer la solution exacte pourvu que I'on connaisse la densité
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initiale m — n(m, 0) = ng(m) :
o(t) = cste = min(m, t) = m(0)3ng(m(0)) (3.153)

1
S0V 3

inm@:(%%>mmm» (3.154)
avec m(0) = (m3 — %at)%. Ce calcul revient a déterminer la courbe caracté-
ristique qui passe par le point (m,t).

3.3.2.2 Cas de la condensation

On étudie I'évolution d’une densité initiale m +— ng(m) définie par :

no(m) = 0, m<my, m>my (3.155)
g, mp < m< me

On suit I’évolution de la densité numérique au point m , m > ms illustrée
par la figure 3.13 :
— pour t < ty il n’y a pas encore d’aérosols de taille m.

3

T2

— pour t3 < t < t; il y a formation d’aérosols de taille m du fait de la
condensation d’aérosols de taille inférieure.

3 2 2
= %(m3 —m;) (3.157)

— pour t; < t < ty les aérosols de taille m ont tous disparu du fait de leur
condensation en des aérosols de taille supérieure a m.

3
20
— pour t >ty il n’y a plus de courbes caractéristiques définies d’apres les
conditions initiales. la solution est alors donnée par une condition de
flux de nucléation le long de 1’axe m = my (voir ci-dessous).
On note tout d’abord que les aérosols ont un temps de vie t, —%; indépendant
de leur taille. La non-linéarité du noyau de condensation a pour conséquence
de dilater la densité initiale. Autrement dit les gros aérosols condensent plus
vite que les plus petits. Plus précisément la largeur de spectre de la densité
d’aérosols vaut :

2
3 —=m

N ol

ta (m ) (3.156)

ty = —(m3 —mg) (3.158)

Otr - [(ml)% . g"tr (3.159)
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no(m) Distribution initiale
No-L - ---__
m
m
° m a2
| |
| |
Courbes caractéristiques dans le plan (m,t)
t I I !
T(m), . i | ‘
|
T I I B
to |-
Mo
FiGc. 3.13: Evolution des aérosols de masse m .
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En temps long, la largeur de spectre augmente avec la racine carré du temps :

Wl

Am(t)~<(m2) —(ml)%)§ 2ot (3.160)

2V3

L’absence de solutions liées aux conditions initiales apres t, vient du fait que
I’on ne peut définir de courbes caractéristiques qui prennent leur origine en
dessous de mg. Cependant il est possible de définir des courbes caractéris-
tiques prenant leur origine sur ’axe des temps.

La figure 3.3.2.2 schématise ces nouvelles courbes.

t

Lt

F1G. 3.14: Nouvelles courbes caractéristiques

Pour ¢ > ¢y on définit la courbe caractéristique passant par le point (m,t)
et ayant pour origine le point (mg, t°) :

soit ,
t—1t"= 2 (m3 —mf) (3.162)
g

On peut & nouveau déterminer la solution d’apres (3.152) :

3(t) = @(mo,t°) = om3n(m,t) = ¢(mo, t°) (3.163)

1

= n(m, t) = (%)Sn(mg,to) (3.164)

ot ¥ est donné par I’équation (3.162). Apres g, la solution est déterminée
par les conditions aux limites.
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3.3.2.3 Cas de I’évaporation

De méme que précédemment on suit 1’évolution de la densité numérique
au point m , m < my, (figure 3.15) :
— pour t < ty il n’y a pas encore d’aérosols de masse m.

3

= (m} —m?) (3.165)
2|0

ty
— pour t; < t < ty il y a formation d’aérosols de taille m du fait de
I’évaporation d’aérosols de taille supérieure.

3 2 2

lo
aérosols de taille v du fait de I’évaporation d’aérosols de taille supé-
rieure.

— au dela de t, les aérosols de masse m ont tous disparu du fait de leur
propre évaporation en aérosols de taille inférieure.

De méme que pour la condensation le temps de vie des aérosols reste indé-

pendant de leur taille. Mais contrairement a la condensation qui propage la

densité initiale indéfiniment, ’évaporation de la densité initiale se produit
jusqu’a I’évanescence de tous les aérosols, i.e. au temps

3
2o

2
(m3 —m

Sl

) (3.167)

De plus la non-linéarité du noyau d’évaporation a pour conséquence inverse
de contracter le spectre de la densité initiale.
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no(mn) Distribut

o

to

t1

ion initiale

v
mi mo

! I
: :
| |
ctéristiques dans le plan (t,m).
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

mo m

Fi1G. 3.15: Evolution d’un aérosol de masse m .
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3.3.2.4 Noyau fonction du temps

Les études précédentes ne sont valables que pour des intervalles de temps
pour lesquels le moteur thermodynamique o varie peu et peut étre considéré
comme indépendant du temps. Or celui-ci traduit un phénomene de relaxa-
tion vers I’équilibre, qui peut par exemple étre de forme exponentielle :

o(t) =opexp(=At), A >0 (3.168)

Dans cette partie je reprend 1’étude de la condensation avec un noyau
fonction du temps. Les courbes caractéristiques (3.149) deviennent

Wl
Wl

— m(0)%) (3.169)

/Ota(s) ds = g(m

En utilisant la forme exponentielle (3.168) les courbes caractéristiques (3.169)
prennent alors la forme

f=—tln (1 LY B m(o)%)) (3.170)

La figure 3.16 illustre ces courbes caractéristiques. D’apres (3.37) I’équation

A

= m

mo m(0)

F1a. 3.16: Courbes caractéristiques .

sur le flux ¢ devient :

0 0 Oln I,

e Io—(P = -

ot om ot
et on montre que le flux vérifie une équation de relaxation le long des courbes
caractéristiques :

(3.171)

@_ _alnlo
a o

(3.172)
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qui a pour solution

- . o(t)
t) = p(0)—= 3.173
o0 = 20 255 (3173)
Le flux d’aérosols diminue le long des caractéristiques proportionnellement
au moteur thermodynamique. De (3.173) on déduit le calcul de la densité

numérique :
o(t)ymin(m,t) = a(O)m(O)%no(m(O))@ (3.174)

& n(m, t) = (@) o ((0)) (3.175)

On obtient la méme formule que dans le cas du moteur thermodynamique
constant, mais avec m(0) déterminé par (3.170).

Contrairement au cas de la condensation constante la densité initiale ne
se propage plus indéfiniment mais tend vers une limite :

lim n(m, t) = (%) éno(moo) (3.176)

t—o0

- (mi - %/Oooa(s) dsf (3.177)

Néanmoins I’égalité (3.177) n’est valide que si I'intégrale converge, ce qui est
vérifié si o(s) décroit suffisamment rapidement avec le temps. Dans le cas
d’une décroissance exponentielle cette condition est bien vérifiée, par contre
si le moteur thermodynamique décroit plus lentement avec le temps que 1/s,
i.e. & partir d’un certain s :

avec

, o(s) > = (3.178)

alors l'intégrale de ’égalité (3.177) diverge. Autrement dit la distribution
d’aérosols se propage indéfiniment, de plus en plus lentement, mais sans ja-
mais tendre vers un équilibre.

3.3.2.5 Aérosols multi-composés

Nous avons développé jusqu’ici 1’équation de condensation/évaporation
pour la densité numérique en supposant 1’aérosol composé d’une seule espece.
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Nous allons & present établir les équations de condensation/évaporation
sur les densités de masse m — ¢;(m,t) de chaque espece X; de 1’aérosol.

dg; On om; _ 9(Iyn) om;

_ O(logi) | Omy om,;

= o + o Ion + 5 " (3.180)
__ 9vg) om, om;

== T o g (3.181)

Soit m;(t) la masse en X; le long des courbe caractéristiques (3.147) :
mi(t) = mi(m(t),t) (3.182)

elle évolue au cours du temps suivant I’équation :

= = I 1
& ot T dtom ot om (3-183)
on en déduit I’équation de la densité de masse en espece X; :
i  Olhog) _ dmi (4 (3.184)

ot om  dt

Le terme se production au second membre correspond au gain/perte en X;
le long des courbes caractéristiques, provenant d’une part du transfert de
masse, noté I;, en espece X; entre les aérosols de masse m et la phase gaz, et
d’autre part de chimie du composé X; dans I’aérosol, noté y; :

dm; ,
dt

Ii(ml,...,mnc,t)+X,~(m1,...,mnc,t) (3185)

Les processus de transfert de masse et de chimie interne ne dépendent plus
uniquement de la taille, mais sont des fonctions non-linéaires de la composi-
tion de I’aérosol.

En sommant sur ’ensemble des especes chimiques, on retrouve la vitesse
de grossissement, car la chimie conserve la masse totale de 1’aérosol :

mt) =Y mit)=> L+ xi (3.186)
j=1 j=1 j=1
N~
Iy 0
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3.3.2.6 Micro-physique de la condensation

L’expression du noyau de condensation I; pour l’espece semi-volatile X;
dépend de la micro-physique des intéractions a la surface de 1’aérosol ainsi
que des phénomenes de diffusion dans et autour de I’aérosol.

Dans le cadre de la pollution atmosphérique, on ne souhaite pas décrire
la condensation jusqu’au niveau de la micro-physique. Néanmoins son étude
([68, 41]) permet d’obtenir des modeles paramétrés qui fourniront une ex-
pression pour le noyau de condensation I;.

Dans cette partie je donne un apercu de la modélisation de la micro-
physique.

On suppose un aérosol a symétrie sphérique de rayon R,. On note res-
pectivement ¢f(r,t) et ¢ (r,t) la concentration en X; dans I’aérosol et dans
le gaz a la distance r du centre de 1’aérosol.

FiG. 3.17: Micro-physique de ’aérosol

Les concentrations ¢ et ¢! vérifient les équations de conservation de la
masse en X; :

ocg 10
r < R,(t), at’ + o (TQJ;I) = x3(r,t) (3.187)

ou J{ et x¢ sont respectivement le flux de masse et la production chimique
de X, dans I’aérosol.

o 10
r> Ry(t) , act’ + T—25<r2Jig) = x3(r,t) (3.188)
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ou J7 et x7 sont respectivement le flux de masse et la production chimique
de X; gazeux.

Les flux de masses se décomposent en un flux d’advection dii au mouve-
ment d’ensemble de I’élément de masse, de vitesse radiale v,, et d’un flux de
diffusion di au gradient de concentration :

oc,
r=a,q9, J'(rt)=c(rt)h(rt)— Dixﬁ_(;(r’ t) (3.189)
La masse totale m; en X; dans I’aérosol se déduit de ¢ par I'intégration :
Rp(1)
() 2 / drerct (i, 1) dr (3.190)
0
d’ou

dm i . Rp(1) a a
O R Ar R (R,, ) + / a2 S5 (7, ) dr (3.191)

dt P 0 ot

. Ry Rp(t)
=R 4w R.c}(R,, t) — 47 [TQJ;’} + / 4rr?x&(r,t) dr - (3.192)
0

0

Sachant que v,(R,,t) = R, on obtient :

dm;
dt

or

A 7 ~
-~

1; Xi

= 47rR12,D;-1< - ) +/ 4rr?x2(r, t) dr (3.193)
R, JO )

ol l'on reconnait le transfert de masse et la production chimique au niveau
macroscopique. L’hypothese habituelle pour le terme de production chimique
est d’approcher y; par une chimie supposée homogénéisée ( on se réfere par
exemple a [41] pour une justification mathématique ) :

Xi 2 X&), = (3.194)

PR
La modélisation du transfert de masse I; a la surface de I'aérosol dépend
de I'état physique de I’aérosol. Si celui-ci est liquide, le passage de X; de I’état
gazeux a 1’état condensé est représenté par la réaction de surface
.
(Xi)g = (Xa), (3.195)
k

ce qui fournit une condition aux limites pour le flux de diffusion :

Ry
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ou K™ un coefficient de transfert de masse qu’il reste & définir.
Le transfert de masse macroscopique vaut donc

I; = 4 ROKT™(R,) | k" ¢! (Rp, t) — k ¢} (R, 1) (3.197)

Cependant cette expression est toujours dépendante des concentrations mi-
croscopiques en X; a la surface de 1’aérosol.

Il est possible de relier les valeurs macroscopiques aux concentrations
surfaciques ([1, 68]) en développant les solutions stationnaires des équations
(3.187) et (3.188).

Lorsque I'aérosol est solide, les réactions solide/gaz a la surface de 1’aérosol
mettent souvent en jeu plusieurs especes :

(X + () S (X)), (3.195)
(X + (GX0)e 5 (XX, + (X)), (3.199)

Ces réactions fournissent de méme une condition aux limites pour le flux de
diffusion.

Lorsque l'aérosol est un mélange liquide/solide, on admet que seule la
réaction (3.195) a lieu, c’est-a-dire que la partie liquide entoure la partie
solide. En d’autres termes on suppose que le cas n°2 de la figure 3.18 est peu
probable.

. partie solide D partie liquide

CAS N°1 CAS N°2

F1G. 3.18: Mélange liquide/solide

Ce qui est vrai car d’une part la partie liquide d’un aérosol tend naturel-
lement a recouvrir toute sa surface, et d’autre part le cas n°2 est générale-
ment instable thermodynamiquement : soit le contenu en eau liquide existe
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en quantité suffisante soit il s’évapore ( cf. la partie 2.3 et notamment le
graphique 2.8).

3.3.2.7 Expression du noyau de condensation

Pour la plupart des composants X; des aérosols atmosphériques, le trans-
fert de masse est déterminé par ’étape de diffusion du gaz X; depuis le milieu
gazeux a la surface de I'aérosol. Les phénomenes d’adsorption ou d’absorp-
tion a la surface de I’aérosol ne constituent pas une étape limitante car tres
rapide devant la diffusion gazeuse.

Aussi le transfert de masse I;, est modélisé par ’expression ([1]) :

I; = 2w Didy, f (K, o) (cf (t) — ¢ (dyp, t)) (3.200)
olt D; et ¢ sont respectivement le coefficient de diffusion et la concentration

massique de X; dans le gaz, et ¢ est la concentration gazeuse en X; a la
surface de ’aérosol avec laquelle celui-ci est ’équilibre thermodynamique :

ci(dp, t) = n(dy) ;' (ma,...,my,, RH,T) (3.201)
ou 7n(d,) est la correction die a l'effet Kelvin :
(d,) = exp | 220 (3.202)
= &X .
M) = P\ R, Td,

ou R, est la constante des gaz parfaits, v, le volume molaire de la particule,
T sa température, d, son diameétre et o sa tension de surface. Ce dernier coef-
ficient est une fonction non linéaire de la composition de 1’aérosol. Différentes
possibilités de calcul sont présentées dans [69, 70]. Dans le contexte des mo-
deles 3D, nous préférons garder une tension de surface constante, moyenne
entre la tension de surface de I'eau ( 0.08 N.m™' ) et la tension de surface
des composants organiques ( 0.03 N.m™" ).

La fonction f de (3.200) est le facteur de correction ([71]) suivant le
nombre de Knudsen K, et le coefficient d’accomodation «; :

1+ K, 2\

K, o) = . K, =2t 3.203

avec ); le libre parcours moyen de X; gazeux dans le gaz.
i 2K, N .
Lorsque K, est grand, la fonction f tend vers —"* et méne a I’expression
du transfert de masse en régime moléculaire libre :

qam

Y s




3.3. Propriétés de la distribution d’aérosols 89

ou v est la vitesse quadratique moyenne du gaz X; dans lair. Pour que les
expressions (3.200) et (3.204) soit cohérente, la vitesse quadratique moyenne,
le coefficient de diffusion et le libre parcours moyen vérifient selon Dahneke :

p, = MU
2

(3.205)
Dans la figure 3.19 on représente le transfert de masse total I; fonction
du diametre des aérosols, pour différents coefficients d’accommodation.
On distingue le passage d’un régime a l’autre par la variation de la pente
de la courbe. On note par ailleurs 'influence décroissante du coefficient d’ac-
comodation a mesure que l'on se rapproche du régime continu.

iy
15}

-
S
T

N
=

[y
o
{

T

=
o
AN
Iy
T

condensation kernel (ug.s-1)

L L L
0 0 1 10
aerosol wet diameter (um)

F1a. 3.19: Vitesse de grossissement,

Dans le tableau 3.1 sont données les valeurs des différents parametres
physiques utilisés, pour les conditions de température et de pression T =
300 K et P =101325 Pa.

espece gazeuse | vl (m.s™') | D; (m*.s™)
sulfate 254.58 1.07E-05
ammonium 611.24 2.17E-05
nitrate 317.51 1.47E-05
chlorate 417.15 1.72E-05

TaB. 3.1: Coefficients de diffusion et vitesse quadratique moyenne
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3.3.3 Nucléation

La nucléation peut étre soit homogeéne soit hétérogene, i.e. a partir de
substances non gazeuses, comme la poussiere atmosphérique, ou toute surface
rencontrée dans ’atmosphere.

La nucléation peut également étre soit homomoléculaire, i.e. un seul com-
posant chimique intervient dans la nucléation, soit hétéromoléculaire, i.e.
plusieurs composants chimiques interviennent dans le processus de nucléa-
tion. Dans ce dernier cas on parle alors de nucléation binaire ou ternaire
suivant le nombre de composants.

3.3.3.1 Aspects cinétiques de la nucléation

Je développe brievement dans cette partie la nucléation homogene homo-
moléculaire. Pour ce cas il est en effet possible de déterminer une expression
analytique du flux de nucléation, qui est généralement extrapolée aux cas de
nucléation plus réalistes ([72]).

Le modele cinétique de la nucléation correspond aux équations discretes
(3.8) pour les agrégats, ou clusters, de molécules :

1<k <ko, = Jilt) = T (D) (3.206)

ou J, représente le flux net d’agrégats de taille (k — 1) passant a la taille £ :

E>2, Ju(t) = Comi())N*L(t) = Ex(£)N*(t) , J1=0 (3.207)
(k-1) (k) (k+1)
o o
Jk Jr+1 m

F1G. 3.20: Modele cinétique de nucléation.

On ne tient pas compte de la coagulation entre agrégats, dans la mesure
ou le temps d’existence des agrégats est tres faible ([73]).

Une premiere hypotheése consiste a supposer que le flux de nucléation
correspond a ’état stationnaire du systéme d’équation (3.206), i.e. au bout
d’un certain temps les flux s’équilibrent :

£0 = Vk <k, Ji(t)=Jy(t) = Jo(t) (3.208)
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La constante de réaction Cj, (3.4) peut étre évaluée & partir de I’expression
(3.7) dans laquelle le noyau de collision Kyj est donné par (3.81) :

—— (1 1\[(dy+dy\>

On suppose que le volume d’'un agrégat est la somme des volumes des molé-
cules qu’il contient :
1
oF = kv, = d,, = k3d, (3.210)

En remplacant dp, par son expression dans (3.209) on obtient :

kT 2 1\? 1\’
Ck=N1,/87:nf %(HE) <1+k5) (3.211)

qui est généralement réécrit sous la forme ([1]) :

1 3 2
b 1 1?2 1 1 1
O = e (147) (1+4) . # = VBT o = m, 2n2)

avec s' la surface d’une molécule supposée sphérique et p! la pression partielle
du gaz.

Par contre on ne dispose pas d’évalutations directes du taux d’évapo-
ration Ej (3.5). Celui-ci peut-étre donné lorsque le systéme (3.206) atteint
’équilibre, i.e. les flux (3.207) sont nuls :

C¢_ N¥1 = EENF (3.213)

De plus pour un gaz dilué dans des conditions atmosphériques relativement
constantes, on fait I’hypothese que le taux d’évaporation reste constant, d’ou
son expression :

Nk-1
Ek(t) - E;; == Cl?—lﬁ (3214)

On en déduit la nouvelle expression du flux J; :

Nt Cg | N*

Néc—l Ck—l Néc

Jp(t) = Cp NF1 (3.215)

Or d’apres l'expression (3.212) de Cy le rapport Cf_,/Ck—_1 se réduit a

e 1
k=1 _ DPe a

1
2 21
Ck-1 p! S (3 6)
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ol p! est la pression de vapeur saturante du gaz et S le taux de sursaturation.
En divisant (3.215) par S*~! on obtient :

I (t) [ Nk NF
Co  NF1GF1 ~ |NF1Gk1  NkGE (3.217)
En sommant les égalités (3.217) terme a terme on obtient :
ko . .
Ji (T N Nko
Z kk()l k1 NIC Nk (3.218)
2 Ck*lNef Sk- NeS NeOSkO

Le second terme du second membre de cette égalité est négligeable devant le
premier terme du fait que ky > 1. De plus comme tous les flux sont égaux,
on obtient une expression pour le flux de nucléation :

N\
Jolt) = §ig (Z CkaSk> (3.219)
e k=1 e

Cependant les concentrations & 1'équilibre N* ne sont pas encore connues,
celles-ci vérifient d’apres (3.213) :

k—1 Ce
NE=N [ =5 (3.220)
j=1"3+1

ol le produit du second membre est en fait la constante d’équilibre de la
réaction en phase gaz :
1) +---+ (1) = (k) (3.221)

A Téquilibre, les concentrations d’agrégats suivent la loi de Maxwell-

Boltzmann :
AGy
kT

NF = N'exp (— (3.222)
ol AGy, est la variation d’énergie libre de Gibbs associée a la réaction (3.221).

Le terme de la somme discréte de (3.219) décroit donc rapidement avec
k. De plus comme kj est grand devant I'unité, on approche cette somme par
une intégrale infinie sur & :

N ([ - AG}
— Nt _ - _
Jo(t) =N NS (/1 exp|—H (k)] dk) , H(k) T +kInS +1InCy
(3.223)
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On effectue un développement limité de H autour de l'indice kg :

(k — ko)?
T

H(k) = H (ko) + (k — ko) H' (ko) H" (ko) + H" (ko) + O[(k — ko)*]

(3.224)

Comme l'indice ky correspond au seuil de stabilité des agrégats, la fonction
H doit y trouver son minimum, autrement dit ky vérifie

H'(ko) =0 (3.225)

L’expression (3.223) devient au second ordre :

N (H"(kO)

=N
Jo(®) NS\ o

) " explH (ko)] (3.226)

On obtient la forme générale du flux de nucléation :

Jo(t) = Cexp (- ig) (3.227)

ou C est une constante et AG* la variation d’énergie libre de Gibbs corres-
pondant a la formation d’un aérosol de taille critique ([72]).

Dans le cas de nucléation homogene homomoléculaire, la variation d’éner-
gie libre AG}, est diie uniquement a la tension de surface de I’agrégat :

AGy =05, [o]=Nm™! (3.228)

ol o est la tension de surface. L’équation (3.225) vérifiée par kg aboutit a :
25l \°

ko~ | ——7——= 3.229

0 (3ka 1ns> (3:229)

et la variation d’énergie libre AG* vaut :

AG* ~ %asl(ko)

Wl

(3.230)

3.3.3.2 Nucléation dans I’atmosphere

La nucléation atmosphérique est principalement le fait du systéeme eau-
acide sulfurique. Le flux de nucléation est habituellement modélisé par 1’ex-
pression (3.227) dans laquelle la variation d’énergie libre AG* dépend main-
tenant de la composition de 1’aérosol nucléé.

L’énergie libre du systeme représenté par la figure 3.21 est donnée par :

G = (N — na) e + (Ny — 1)t + nap, + nypl, + 4nr?o(ng, ny)  (3.231)
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Na, Nw,
Na .
¢ e e o
d ® o o o © o .
. .
. o o
L . o AG o0, o
o o —— o
* o o ° o o °® .
. L)
o ° ° o o o o
o] o
* .o ° o °  Ny—ne
. o o
o
° o N, Ng — Na
état initial état final

F1G. 3.21: Nucléation HyO — H3S0;.

ou n, et n, sont respectivement le nombre de moles en acide et en eau. Un
déplacement infinitésimal ( dn,, dn,) produit la variation d’énergie libre :
dG = [(Na = na) dpd + (Nu — 1) dpsy + 1 dptly + 1y dpsl |
+ (= 1) dng + (o, — 1) Ay (3.232)

+ 877 dro(na, ny) + 471 do(na, nw)

D’apres la relation de Gibbs-Duhem le premier terme de (3.232) est nul, de
plus on néglige la variation de la tension de surface avec la composition, d’ou :

dG = Apg dng + Ay dny, + 8mro dr (3.233)

De plus I'aérosol nucléé vérifie

4
§7T7‘3 = NgVq + NV (3.234)

ou v, et v, sont respectivement les volumes d’une molécule d’acide et d’eau.
En dérivant cette derniere formule on obtient :

2 2
4G = <Aua + i”) dnq + (Auw + UT”“’) dny, (3.235)

Le point d’équilibre vérifie donc dG = 0 soit :

20'?)1'

/r*

i=a,w, A+ =0 (3.236)
Les équations (3.234) et (3.236) permettent de calculer la composition
(ng,ny) et le rayon r* de I'aérosol nucléé :

92 *\2 3 y y
BN 0" e gty L S = (S)T(S)T (3.237)

*_

T T 3k T InS¥)
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ou v* est le volume moléculaire moyen de 1’aérosol nucléé, et S* le taux
de sursaturation du mélange. L’énergie libre de formation par nucléation se

déduit de (3.230) :
4

AG* = §7r(7'*)30 (3.238)

Des paramétrisations ont été développées pour ce modele dans [74] et [75].

De récentes études ([76, 77]) ont étendu ce modele de nucléation au sys-
téme ternaire eau-acide sulfurique-ammoniac.

Les figures 3.22 et 3.23 décrivent le seuil de nucléation suivant la concen-
tration en N Hj et en HySO, dans 'atmospheére, pour différentes conditions
atmosphériques. Les nucléations binaire et ternaire sont respectivement tirées
des paramétrisations [75] et [78]. Le seuil de nucléation est fixé & un flux de
1 #particules/m3/s.

RH=0.5, TEMP=273.0 K, J_seuil=1 par/m3/s RH=0.9, TEMP=298.0 K , J_seuil=1 part/m3/s
T T T T 1000 - - . -

lgrnary —— ternary
- binary ~- binary

100 ¢

100

10

10 ¢

NH3 (ppt)
NH3 (ppt)

. . . . 0 . . . .
O0° 10° 10° 10’ 10° 10° 10° 10° 10° 10’ 10° 10°
H2S04 (molec/cm3) H2S04 (molec/cm3)

F1c. 3.22: Distribution numé- F1G. 3.23: Distribution mas-
rique. sique.

La nucléation ternaire apparait plus favorable que la nucléation binaire.
Ceci peut impliquer une possible sous-estimation de la nucléation dans les
modeles de dispersion actuels ([66]), les seuils critiques d’acide sulfurique
nécessaires a 1’épisode de nucléation étant plus faibles pour la nucléation
ternaire.

3.3.3.3 Nucléation et condensation

La nucléation est habituellement traitée comme une source ponctuelle
dans I’équation de condensation/évaporation :

on  0(Iyn)
E_i_ om

= 5(mo, m)Jo(t) (3.239)
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ou d(mg, m) est le symbole de Kronecker en my.
Dans cette partie on montre que ’équation (3.239) est équivalente a

ot T om =0 (Ton)(mo, 1) = Jo(t) (3.240)

ol la nucléation apparait comme une condition aux limites du flux de conden-
sation/évaporation.
Pour ce faire, I’équation (3.239) est réécrite sous la forme

on  0(Lyn)
ot “om

=p(m)Jo(t) , (Ion)(me,t) =0 (3.241)

et on démontre que celle-ci n’est équivalente a (3.240) que si la loi de proba-
bilité est la loi de Dirac.

On définit des fonctions tests m +— ¢(m,t) définies et dérivables sur le
spectre d’aérosols [myg, oo[, vérifiant

Vm > my , tlim d(m,t) =0, Vt>ty, lim ¢(m,t)=0 (3.242)
00 m—00

Pour les besoins du calcul on note t; 'instant initial et m +— ng(m) les
conditions initiales de la densité numérique d’aérosols.
La formulation faible de (3.241) s’obtient par double intégration :

L (5 + 2 etm.tydmae = [ [ seyptmpotm. ) don
(3.243)

soit en intégrant par partie

/mo/ ( )dmdt+/7:n0 (m, to) dm
= [ty = [~ o) [ ot dm ) a

Le troisieme terme provient des conditions aux limites en my, or celles-ci sont
nulles. De plus comme m — ¢(m, t) est continue sur [mg, oo, il existe M dans
cet intervalle tel que

/m/ (——i—[o )d at
+/mo o (m)(m, to) dim = /OJO ) dt

(3.244)

(3.245)
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De méme la formulation faible de (3.240) donne

L[ Gy

+ / no(m)$(m, to) dm = / " Da(0)é(ma, ) di

to

(3.246)

ou l'on a utilisé la condition aux limites du flux de condensation/évaporation.

Les deux formulations faibles (3.245) et (3.246) sont donc identiques si
et seulement si ¢(7i,t) = ¢(mo, t) pour toute fonction test. Ce qui n’est vrai
que si la densité de probabilité p est une distribution de Dirac en my, d’ou le
résultat cherché.

3.4 Solutions analytiques de la GDE

Dans cette partie je présente les différents cas pour lesquels les équations
de la GDE admettent une solution analytique. Celles-ci nous permettent de
valider les méthodes numériques développées dans la partie suivante, notam-
ment dans le cas du couplage des processus.

Par ailleurs les solutions analytiques fournissent une premiere approxima-
tion du comportement de la distribution d’aérosols sous I'effet conjugué des
différents processus.

3.4.1 Equations et principes de résolution

On cherche des solutions exactes au systeme d’équations suivant :
— Distribution numérique d’aérosols

_1 / " K (u,v — un(u, (v — u, 1) du

8([0’/1)

(3.247)
Ut/ K(v,u)n(u,t) du — 5

— Distribution volumique pour chaque composant X; , i =1,...,n.:

aqz (v, ) / K(u u)g;(u, t)n(v — u,t) du

— (v, %) /0 K (v, u)n(u, t) du — 3((;(;%) + (Im)(v, 1)

(3.248)
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dans lequel on ne tient compte que de la coagulation et de la condensa-
tion/évaporation, et ol v représente le volume de 'aérosol.

Notons tout d’abord que si v — n®(v,t) est une solution exacte de
% (v, t) définies par

(3.247), alors les densités volumiques v — ¢

4% (v, t) = aun® (v, t) (3.249)
sont solutions des équations (3.248) pourvu que
Ii(v, t) = Otil()(’l), t) (3250)

c’est-a-dire que les transferts de volume soient dans les mémes rapports que
les densités volumiques. Ces rapports a; peuvent étre choisis arbitrairement,
montrant par 1a qu’a une solution donnée de (3.247) correspond une infinité
de solution au systeme.

Seule I’équation (3.247) nécessite donc d’étre résolue. Celle-ci n’admet
de solutions exactes que pour des noyaux de coagulation et de condensation
“académiques”, c’est-a-dire ou constant ou linéaire, voire quadratique pour la
coagulation seule :

K(u,v) =Ky, K(u,v)=Ko(u+v), K(u,v)= Kouv (3.251)
Iy(v) =00, Ip(v) = ogv (3.252)

Bien qu’ “académiques”, les noyaux de coagulation constants et linéaires
sont respectivement une premiere approximation des noyaux de coagulation
browniens et turbulents.

Il existe différentes méthodes de calcul.

Sachant que la queue de distribution décroit généralement de maniere
exponentielle, on peut chercher la solution sous la forme d’une combinaison
de fonctions présentant cette propriété.

Si la solution est trop difficile & “deviner”, on peut employer la transformée
de Laplace s — 7i(s,t) de la densité v — n(v,t), définie par

Vs >0, n(s,t)= / e *n(v,t) dv (3.253)
0

L’équation obtenue pour s — 7i(s,t) a partir de (3.247) est généralement plus
facile a intégrer. Des tables d’inversion permettent ensuite de se ramener a
des fonctions connues pour v — n(v,t).

Dans les parties suivantes, on se base sur la distribution initiale :
ng —v
v>0, n(v,0)=ne(v) =—e v (3.254)
Vo

ou ng est le nombre total initial d’aérosols, et vy leur volume moyen.
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3.4.2 Coagulation constante et condensation linéaire

Dans ce cas 1’équation (3.247) se simplifie en

0 Ky [Y 0
—n(v,t) = —0/ n(u, t)n(v —u,t) du — Kon(v,t) My(t) — o9 (vn) (3.255)
ot 2 Jo ov
Afin de faciliter la lecture, on définit les valeurs non dimensionnées :
~ v o . ¥ My(2) Y M ()
v o ’ n(v7 ) Uon(v’ ) ’ 0() no ’ 1() noUo ( )
d’ou
on 17 ~ d(vn
8—7;(17, #) = Kono [5/0 7@, 8)A(D — 1, 1) di — (5, ) Mo ()| — o E;?)
(3.257)
On définit les temps caractéristiques de coagulation et condensation :
1 1
= , = — 3.258
! Kong ik 0o ( )
On introduit le temps ¢ adimensionné par 7, :
on, . 1 [°? ~ ~ S~ (o7
a—;}(ﬁ,t) - 5/0 7 (1, (o — 4, 1) dis — (3, D) Mo () — A (;;) (3.259)

ol A est le rapport entre le temps caractéristique de coagulation et de conden-
sation. Pour simplifier I’écriture on omet la notation a du symbole a de
I’équation (3.259).

on d(vn)

1 v
w1 = /0 (o, B — 1) du v, ) Mo(t) = AZS (3.260)
On cherche la solution sous la forme
n(v,t) = f(t)e 9O (3.261)

ou f et g sont des fonctions strictement positives, et vérifient f(0) = 1 et
g(0) =1 d’apres la condition initiale (3.254).
Les moments M, et M, vérifient par ailleurs les équations :

dM, 1., dM,
=—-M =AM .262
() =~ M), S ) = AM (1) (3.262)
soit en intégrant
2
My(t) = —— , M;(t) = exp(At) (3.263)

2+1¢
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Or d’apres (3.261) ils valent aussi :

Mo(t) = % , My(t) = /1) (3.264)

ce qui suffit pour déterminer les fonctions f et g :

[g(t) = 2%texp(—At) , ft) = (%) exp(—At)] (3.265)

On en déduit la solution de (3.247) pour ce cas :

EL(U, t) = Z—g% exp (—%%)} (3.266)

Remarques

Les équations des moments (3.262) montrent par ailleurs que la coagula-
tion agit uniquement sur le nombre d’aérosols, et la condensation uniquement
sur le masse des aérosols. En d’autre termes la coagulation constante et la
condensation linéaire sont découplées 2 . Et de fait I'erreur de splitting, si
I’on résout chaque processus successivement, s’avere nulle.

La coagulation constante seule se déduit simplement de (3.266) en posant

3.4.3 Coagulation et condensation linéaires

Dans ce cas 1’équation (3.247) se simplifie en

a v
8—7;(1}, t) =K0/ un(u, t)n(v — u,t) du
0 o(vn) (3.267)
un
—n(v, t)Ko[M:(t) + vMy(t)] — oo 5
Afin de faciliter la lecture, on définit les valeurs non dimensionnées :
n="20 v=uwid, M(t)=mngweli(t), M(t)=noMp(t) (3.268)
Vo

2(’est peut étre aussi pour cela que la solution exacte est relativement facile & obtenir
au regard des suivantes.
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d’ou
(0,1) =K0novo/ an(a, t)n(v — a,t) di
0 (3.269)
s ~ o~ o(vn)
— TL(U, t)K()n()’U()[Ml (t) + UM()(t)] — O 617
Les temps caractéristique de coagulation et de condensation sont respective-
ment :

ani
at

1 1
. = , = — 3.270
T K()Tl()’l)() Td (o)) ( )

On introduit le temps ¢ adimensionné par 7, :

%(f), t) = /0” i (i, 00 — @, 1) dit — 70, 1) [ My (F) + 9 M,y (£)] — Aa(;?)
(3.271)

avec A = 7./74. Pour simplifier I’écriture on réécrit I’équation (3.271) sans la
notation a du symbole a :

v 0
%—?(v, t) = / un(u, t)n(v — u,t) du — n(v, t)[My(t) + vMy(t)] — A g):)
0
(3.272)
Par ailleurs les moments M, et M; vérifient
dM dM,
S(t) =AMy (), — () = —Mo(t) M (¢) (3.273)
dt dt
soit .
M, (t) = exp(At) , My(t) = exp (K[l - eAt]) (3.274)
La transformée de Laplace de 1’équation (3.272) aboutit a :
on on on on
- =——n —-n M — M, As— 3.275
% 5,) = = s, 1) — s, ML) + Do a(1) +ASTT (3.275)

C’est une équation de forme hyperbolique qu’il est possible de résoudre par
la méthode des courbes caractéristiques, la solution initiale étant connue en

tout point :
1
n = 3.276
no(s) = 5 (3.276)
Pour le détail complet des calculs nous nous référons a [60]. Tout calcul fait,

la solution de 1’équation (3.247) est

[n(v,t) = Noy ]lvf’MO exp(—a:_())[l (b%) , a= 2;/[1\1/[0 b= 2%}

3.277)
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ou z — I1(z) est la fonction de bessel modifiée de premier type et d’ordre 1 :

o0 :E/2)2k+1
E (3.278)
l
— k (k+1)!
Remarques

Lorsque t tend vers 0, la fonction de Bessel se réduit a
x
r<<1l, Ii(z)~ 3 (3.279)

de sorte que ’on retrouve bien la solution initiale v +— exp(—wv). D’un autre
coté lorsque v tend vers I'infini, la fonction de Bessel devient équivalente a :

el‘

z>1, I(z)~ (3.280)

T

2rx

de sorte que la queue de distribution est exponentiellement décroissante.
De ce cas on peut déduire la coagulation linéaire seule en posant M, (t) = 1
dans (3.277), I'expression du moment d’ordre 0 se réduit alors a My(t) =

exp(—t).

3.4.4 Coagulation et condensation constantes

Dans ce cas 1'équation (3.247) se simplifie en

K v
2—;”(@, t) = 7" /O n(u, t)n(v — u, t) du — Kon(v, t)My(t) — aog—;” (3.281)
Afin de faciliter la lecture, on définit les valeurs non dimensionnées :
n= ?n L =, Mi(t) = noueli(t), Mo(t) =noMp(t) (3.282)
0
d’ou
on L[ - 0o Ot
a(v, t) = Kong [5/0 n(a, )yn(v —a,t) di— n(v,t) My(t) | — v_z% (3.283)

On définit les temps caractéristiques de coagulation et de condensation :

1 Vo
= — 3.284
Kong > Td 0o ( )

Te =
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On introduit le temps ¢ adimensionné par 7, :

on, - 1 (" - - A on

O 5.7y = & / (i DA — . 8) di — (@, D) — A2% (3.285)
2 /o o0v

avec A défini comme précédemment. Pour simplifier I’écriture on réécrit
I’équation (3.285) sans la notation @ du symbole a :

0 1 [
a—::(v, )= /0 n(u, (v — u, t) du — n(v, ) My(t) — Ag—z (3.286)
Par ailleurs les moments M, et M; vérifient
dM, (My)? dM,
t) =— t) = AMy(t 3.287
Mo = BB B4y = aao(o (3.287)
soit ) )
My(t) =——, Mi(t)=1—-2AIn| —— 2
()= 5o, ML) () Gy
La transformée de Laplace de (3.286) aboutit a :
on 1 1
— M, As)n = —p? n = 2
5 (s,t) + (My(t) + As)n(s, t) 57 (s,t) , Tig(s) porg] (3.289)

Cette équation admet une solution analytique complexe, qui ne peut mal-
heureusement pas étre inversée. Des approximations permettent cependant
d’aboutir & un résultat partiel ([60]) valable pour la queue de distribution :

2 Mo+A(Mo—1)

v n Mp)?
[% 2A(1+7), n(t) =~ TSWG"I’(_W)} (3:290)

Remarques

La condensation constante signifie qu’a tout instant ¢ donné, il n’y a plus
d’aérosols en dessous de la taille oyt. La distribution numérique d’aérosols est
donc nulle en dessous de cette taille, mais nécessairement strictment positive
en dessus du fait de la densité initiale. Cette discontinuité en oyt explique que
la distribution ne puisse pas étre représentée par des fonctions analytiques.

3.4.5 Coagulation quadratique

L’intérét de la coagulation quadratique est ici d’illustrer une méthode de
recherche différente ainsi qu’un cas de coagulation pour lequel apparait le
phénomene de perte de masse, évoqué en section 3.3.1.
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Dans ce cas, I’équation (3.247) se réduit suivant :

on KQ
5 —(v,t) =

dans laquelle le moment d’ordre 1 dépend a priori du temps, car les équations
de coagulation ne conserve pas la masse pour un noyau quadratique.
Afin de faciliter la lecture, on définit les valeurs non dimensionnées :

5 /01' u(v — u)n(u, t)n(v — u,t) du — Kovn(v, t) My (t) (3.291)

n= @ﬁ , v=ul, M(t)= novoMl(t) , Mo(t) = ”OMO(t) (3.292)
Vo
d’ou
on

O (3:1) = Fono(wo)” B /O (5 — @), ) — @, ) dis — (5, £) Ny (1)
(

On définit le temps caractéristique et le temps non dimensionné :

d’ou

%(5’ f) = % /0 (o — )i, )70 — a, 1) di — on(0,6) Mi(f)  (3.295)

On réécrit ’équation (3.295) sans la notation a de a :

on 1 [
5 —(v,t) = 3 /0 u(v —u)n(u, t)n(v — u, t) d?j— vn(v, t}ZMl (t)  (3.296)

G

La transformée de Laplace de cette équation conduit a

0s Os

qui n’est pas intégrable a ma connaissance, d’autant plus que I’expression de
M; n’est pas connue.
Une autre possibilité consiste alors & chercher les solutions de (3.296) sous

la forme
(Zak ) bt (3.298)

ou a et b sont des fonctions vérifiant d’apres les conditions initiales :

a(0) =1, k>1=a,(0)=0, b0)=1 (3.299)

g—Z(s,t) = %(a—”> 8—"M1( t), Mi(t) = —g—Z(O,t) (3.297)

En introduisant cette expression dans I’équation (3.296) on obtient
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— pour la dérivée partielle en temps :
8—n(v,t) = e b N ag(t) — b( Yag_1(t) | o* (3.300)
ot

en posant ax(t) =0 si k < 0.
— pour le gain de coagulation

o

1 v '
G :ie_b(t)v Z ai(t)aj(t) / u’+1(v — u)]+1 du
i,j=0 0
L e - i+j+3 ' i+1 +1
=3¢ Y ai(t)ay (1o Cu A du g g

’L,]ZO - -~ -’
=ilj!

o0

:%e—b(t)v Z ( Z iljla;(t)a; (t)) vk

k=3 “i+j=k—3

— et le pour terme de perte :

P = vn(v,t)M (¢ (Z My (8)ag_1( )e_b(t)“ (3.302)

Une fois ces termes introduits dans I'équation (3.296), 'exponentielle e=%

se simplifie, de sorte que (3.296) se réduit alors en une série d’équations
différentielles, une pour chaque puissance de v :

o =0 (3.303)
dl — bao = — M1 (t)a,o (3304)
dg - bal = — M1 (t)a1 (3305)
. 1
as — bag :§(a0)2(t) — M1 (t)a,g (3306)
. (3.307)
. 1
g = bagy =3 D ililag(t)a;(t) — Mi(t)ag—s (3.308)
i+j=k—-3

On se place dans le cas ol le phénomene de gélation (cf. sous-section 3.3.1.3)
n’est pas encore apparu, i.e. £ < 1. La masse totale M; est donc constante
et égale & 'unité (car adimensionnée). On fait par ailleurs I’hypotheése que
b = 1. La résolution des équations (3.303) aboutit alors & ([79]) :

_ v 00 k
[n(?), t) =€ (1+1) Zk:O m , N = t’l)?’] (3309)

valable pour £ < 1.
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3.4.6 Quelques simulations

On rassemble ici les principales solutions analytiques obtenues :
— Coagulation et condensation constantes

no (Mp)? . ( 2 My + A(M, — 1))

t
2 > 1+—, n(v,t) ~

o . vo My + A(My — 1) M+ A(My—1)
(3.310)
— Coagulation constante et condensation linéaire
No (M0)2 v MO
)= ——— - 3.311
TL(’U, ) Vo M, xp Vo My ( )

— Coagulation et condensation linéaires

MO 2 — MO v vV 1-— MO v
— 0 __exp|- —|n|X—=0" (3.312)
VRV 1-— M() M1 Vo Ml Vo

La complexité de ces solutions ( et pour des noyaux de forme simple ) laisse
deviner la quasi-impossibilité d’obtenir des solutions exactes pour des noyaux
plus réalistes. Les méthodes de résolution stochastiques, développées au cha-
pitre 5, sont une alternative pour obtenir des solutions de référence plus
réalistes.

Néanmoins ces cas “académiques” permettrons la validation numérique
des différentes algorithmes présentés dans la partie suivante. Voici quelques
exemples de simulation.

La distribution numérique initiale est une densité exponentiellement dé-
croissante (3.254), de nombre total ny = 102#aero.m 2 et de volume moyen
vg correspondant a un diametre de 0.01um.

Les figures suivantes représentent la densité volumique, c’est-a-dire v +—
vn(v,t). Le temps caractéristique de la coagulation et de la condensation sont
choisis égaux a 3000 secondes. La durée de simulation est de 1500 secondes.

La figure 3.24 montre les différents cas de couplage, la coagulation linéaire
a pour effet de diffuser la masse d’aérosols vers les plus grandes tailles, du
fait que le noyau de coagulation linéaire augmente avec la taille. La conden-
sation constante produit une discontinuité. La condensation linéaire déplace
sensiblement la distribution d’aérosols vers les plus grandes tailles.

Les figures 3.25 et 3.26 mettent en relief ’effet de la condensation. On
note que la différence entre la coagulation constante seule et la cogulation
constante avec condensation linéaire est une simple translation de la distri-
bution.

La figure 3.27 représente les différents types de coagulation seule, dont la
coagulation quadratique. Cette derniere est celle qui fait le moins évoluer le

n(v,t) = ng
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densite volumique (um3/m3 d'air)

de+11

Tcoag=Tcond=3000.0 s, Tfinal=1500.0 s

3e+ll |

2e+11

le+1l -

initial
cste/cste
cste/lin
lin/lin

0
0.001

diametre aerosol (um)

F1a. 3.24: Coagulation/condensation couplées

densite volumique (um3/m3 d'air)

FiG. 3.25:

4e+11

Tcoag=Tcond=3000.0 s, Tfinal=1500.0 s

3e+ll

- sans cond

initial

avec cond cste
avec cond lin

2e+11

le+1l

0
0.001

0.01
diametre aerosol (um)

0.05

Coagulation constante avec ou sans condensation
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Tcoag=Tcond=3000.0 s, Tfinal=1500.0 s

4e+11 T T T T T T T
initial
- sans cond

% ---- avec cond lin

= 3e+ll -

(52}

£

)

S

2

S 2e+11 |

g

€

>

°

>

2

2 le+ll -

()

=]

0 L1
0.001 0.01

diametre aerosol (um)

Fia. 3.26: Coagulation linéaire avec ou sans condensation

volume moyen des aérosols ( pic le plus a gauche ). La queue de distribution
se souleve néanmoins du fait que le noyau de coagulation augmente avec la
taille.
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Tcoag=3000.0 s, Tfinal=1500.0 s

4e+11 T — T T T T
initial
- cste

= - lin

S 3etll | ——- quad b
£

1%}

£

a

g 2e+1l 4
k=3

£

>

©

>

}1_.3

2 le+ll - 1
[

o

\\
0 = i L Lol "\\\\4—¥4
0.001 0.01 0.05

diametre aerosol (um)

Fic. 3.27: Différents types de coagulation
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Partie 11

Solutions numériques de la
GDE






Chapitre 4

Synthese des méthodes
numériques utilisées

Résumé

Dans ce chapitre je reprends brievement le systéme d’équations de la
GDE que je souhaite résoudre. J’en expose les principales difficultés
numériques, et présente une synthése des approches numeériques utilisées.
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Voici les équations de la GDE sous leur forme habituellement rencontrée,
et que nous souhaitons résoudre. Les hypothéses de ce modele seront plus
amplement détaillées dans la partie III.

— Distribution numérique d’aérosols :

0 1 [mmme
a—?(m, t) =E(m > 2m0)§ / K(u,m —u)n(u, t)n(m — u,t) du
mo
- , T K(m, , 1) du —
n(m,t) 8 (m, u)n(u,t) du 5m
(4.1)
— Distribution massique d’aérosols pour chaque composant X :
0 o
E(m, t) =E(m > 2my) K(u,m —u)g;(u,t)n(m — u,t) du
mo
— q;(m, t) K(m,u)n(u,t)du
mo
d(1yq;
- (8:3) + Li(my, ..., my,, t)n(m,t)
(4.2)
— Concentration gazeuse en composant semi-volatile X :
oc) o0
5 = ™M (o, t)Jo(t) — (Iin)(m,t) dm (4.3)
mo
— Conservation de la masse en X :
/ gi(m,t)dm + ¢! £ K; (4.4)
mo
— Conditions aux limites en my :
(I()n)(m(), t) = J()(t) y (qui)(mo, t) = mz(mo,t)J()(t) (45)

Le composant X fait désormais référence a une famille d’espéce chimique. Par
exemple la famille des nitrates regroupe tous les états physico-chimiques dans
lequel peut se trouver le nitrate (liquide, solide ou ionisé). Comme la chimie
interne de ’aérosol conserve la masse totale en X;, le terme y; n’apparait
plus dans I’équation (4.4). De méme la masse totale K; en X; du systeme
gaz/aérosols est conservée.

La répartition de chaque espece chimique X; entre ses différents états est
déterminée par I’équilibre Thermodynamique, x; ~ 0.
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On note n, le nombre des familles d’especes chimiques. Parmi elles I’eau
tient une place & part. Du fait de sa relative abondance dans ’atmospheére,
I’équilibre de I’eau entre le gaz et les aérosols est atteint plus rapidement que
les autres espéces chimiques, Iy,0 ~ 0. L’eau n’est donc pas résolue par une
équation (4.4) mais par ’équilibre thermodynamique (relation ZSR). Une
conséquence est que la masse m de ’aérosol désigne a présent sa masse seche
uniquement, de méme la vitesse de grossissement [y ne tient plus compte du
transfert de masse en eau.

4.1 Les difficultés

Les difficultés numériques des équations (4.1) et (4.2) tiennent tout
d’abord a la disparité des ordres de grandeur. Le diametre des aérosols s’étale
de quelques nanometres a plusieurs micrometres. Les temps caracteristiques
sont aussi dispersés sur plusieurs ordres de grandeur suivant les processus et
le diametre de I’aérosol, comme le montre la figure 4.1.

8

10

7

10

temps caractéristique (sec)
=
o

coag nombre
——————————— cle NH3
---- c/le NO3
——-cleCl

L L L
0.001 0.01 0.1 1 10
diamétre aérosol (um)

F1G. 4.1: Les différents temps caractéristiques

La difficulté vient aussi de la nature des équations. La coagulation est une
équation de type intégro-différentielle, qui se préte bien aux méthodes d’élé-
ments finis. Par contre la condensation/évaporation revient a une équation
d’advection sur le spectre de masse d’aérosols, habituellement résolue par la
méthode des volumes finis.

Les processus de la dynamique des aérosols font donc appel a des mé-
thodes numériques différentes. Les processus peuvent étre résolus de maniere



116 Chapitre 4. Synthése des méthodes numériques utilisées

couplés, ce qui oblige a utiliser la méme méthode numérique pour chaque
processus, ou découplés, ce qui permet d’utiliser une méthode appropriée a
chaque processus mais introduit une erreur de splitting.

A ces difficultés s’ajoute enfin le fort couplage des équations (4.1) et
(4.2) par l'intermédiaire de la composition de I’aérosol. En effet la vitesse
de grossissement des aérosols Iy, définie comme la somme des transferts de
masse,

L= L(mi,...,ma,t), mi= % (4.6)
=1

varie non linéairement avec la composition de 1’aérosol. Ce fort couplage peut
nécessiter I’emploi de méthodes de calcul implicites.

4.2 Les différentes méthodes

Dans la littérature les premieres méthodes rencontrées cherchent a ré-
soudre la GDE de maniere couplée, soit par une méthode d’éléments finis
([80]), connue aussi sous le nom de résidus pondérés soit par une approche
sectionnelle. Tout d’abord développée pour la coagulation ([81]), cette der-
niere approche a été étendue a I’ensemble de la GDE ([82, 83, 67]). Néanmoins
celle-ci présente un inconvénient : les densités numériques et massiques ne
sont pas continues aux bornes de chaque section, ce qui engendre de la dif-
fusion numérique ([45]).

Afin de pallier a cet inconvénient, une méthode sectionnelle de type
lagrangienne, i.e. pour laquelle les sections, ou boites, évoluent librement
sur le spectre d’aérosols en fonction du grossissement des aérosols, a été
développée ([84]). Mais cette derniére approche se limite a la condensa-
tion/évaporation, ’approche sectionnelle pour la coagulation étant perfec-
tionnée a part ([85, 46, 79]). En effet ’approche lagrangienne, si elle évite la
diffusion numérique, n’est pas compatible avec le traitement nécessairement
eulérien de la coagulation.

Pour conserver ’avantage de I'approche lagrangienne en résolution cou-
plée, une méthode hybride a été développée ([86]). Celle-ci consiste a garder
une grille fixe eulérienne, mais uniquement pour la masse non volatile des
aérosols (core), la masse volatile évoluant librement sur cette grille. A no-
ter que toute approche lagrangienne suppose a un moment de reprojeter les
sections sur une grille fixe, pour pouvoir étre incorporée dans un modele de
dispersion 3D. Cette reprojection introduit une erreur numérique, analogue
a la diffusion numérique.

La diffusion numérique de la condensation/évaporation en eulérien est
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principalement diie & une mauvaise représentation de la densité a l'intérieur
de chaque section, et au fort gradient de la vitesse de grossissement. Des
méthodes de calcul semi-lagrangien des flux, initialement développées pour
réduire la diffusion numérique des équations de dispersion ([87, 88, 89]), ont
été adaptées a la condensation/évaporation des aérosols ([90, 91]).

Diverses autres méthodes d’éléments finis ont été exposées ([92, 93]). Bien
que celles-ci permettent une résolution couplée et bénéficient par ailleurs de
propriétés de convergence, elles n’ont pas a ma connaissance été utilisées dans
des modeles 3D.

La coagulation, quant a elle, a fait I’'objet du développement de méthodes
de type stochastique ([94, 95, 96]). Les avantages de ’approche stochastique
sont ’absence de diffusion numérique et une convergence assurée par la théo-
rie des processus stochastiques. Mais son désavantage est clairement son cotit
calcul. Aussi n’est-elle pas employée dans les modeles 3D, mais elle permet
d’obtenir des solutions de référence.

Une étude comparative des différentes méthodes peut étre trouvée dans
[97]. Dans la suite de cette partie je présente les méthodes développées au
cours de ma these.

4.3 Approches multi-modales

Au cours de ma these je ne me suis pas intéressé aux modeles modaux. En
effet ceux-ci ne permettent pas de suivre la distribution d’aérosols de facon
résolue en taille. Néanmoins I’on rencontre souvent ces modeles dans le cadre
des aerosols atmosphériques ([98, 99, 100]) car leur avantage est de réduire les
équations de la GDE a un petit nombre d’inconnues comparé aux méthodes
résolues en taille.

Je présente ici brievement les bases de cette approche, tirées du modele
MAM ([101]) développé au sein du CEREA.

4.3.1 Principes

Les approches multimodales consistent a rechercher les solutions des équa-
tions de la GDE (2.25,2.26) sous la forme d’une somme de distributions lo-
gnormales. C’est-a-dire que la distribution numérique est donnée par rapport
au logarithme du diametre des aérosols :

n(Ind,) dInd, = n(m,t) dm = n(lnd,) = %n(m, t) (4.7)
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et projetée (figure 4.2) sur I'espace des fonctions gaussiennes ®;, appelées

modes : ; e Ta i 2
N; 1 — 7
®;(Indy) = exp [—— <np7“) ] (4.8)
V2 lnag 2 Ino}

dans laquelle th est la concentration totale d’aérosols du mode 7, dg son
diametre moyen géométrique (geometric mean diameter), et ag I’écart-type
moyen géométrique (geometric standard deviation).

Ind, — n(lnd,,t)

(%

F1G. 4.2: Projection sur ’espace des fonctions lognormales.

Le plus souvent trois modes sont utilisés : un mode de nucléation centré
sur les plus petites particules, un mode de condensation (accumulation mode)
et un troisieme mode représentant les plus gros aérosols (coarse mode), si bien
que la densité numérique d’aérosols (4.7) est aprochée par :

1 lndp—lndj>2}
n(lnd,) — 1 4.9
(In Z V2 lnag [ 2 ( Ino} (4.9)

La densité d’aérosols est ainsi entierement connue d’apres neuf para-
metres, trois pour chaque mode. Les parametres d’'un mode j peuvent étre
reliés & ces moments M, définis par

M (t) = / +oo(d,,)’“<1>j(1n d,,t) dd, (4.10)

—0oQ

et pouvant se calculer analytiquement selon
. - k2,
M = N(d&) exp(;ln 03) (4.11)

On obtient alors les relations entre modes et parametres :

N=M,, d, = (%)6 ag:exp[%ln(?ﬁgg’)} (4.12)
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mode nucleation | accumulation | coarse
LAND

N (#.cm™3) | 13641 5312 1.07
re (pm) 0.0075 0.038 0.51
o, 1.7 2.0 2.16

URBAN
N (#.cm™3) | 111572, 31269. 2.33
re (pm) 0.007 0.027 0.43
0y 1.8 2.16 2.21

MARINE
N (#.cm™3) | 347, 215. 4.09
e (pm) 0.0308 0.120 0.484
o, 1.47 1.40 1.87

TAB. 4.1: Paramétres log-normaux pour différents types d’aérosols (données
EUROTRAC)

En introduisant I’expression trimodale (4.9) de la densité dans les équations
de la GDE (2.25,2.26), on obtient des équations pour chaque moment. On se
réfere a [101] pour une description détaillée.

4.3.2 Exemples

Citons dans le tableau 4.1 quelques valeurs typiques des parametres des
lognormales pour différents types d’aérosols.

Les figures 4.3 et 4.4 représentent respectivement les distributions numé-
rique et massique trimodales a partir des données du tableau 4.1.

Les modes de nucléation sont prépondérants pour la distribution numé-
rique, le mode des grosses particules n’étant pas visible. Par contre celui-ci
forme une part non négligeable de la répartition en masse des aérosols.

Les parametres de chaque mode sont obtenues a partir des observations.
Un appareil (low pressure impactor) mesure la concentration d’aérosols sur
P plages de diametres d’aérosols. Si N* est la concentration d’aérosols dans

la i*™€ plage, le diametre moyen géométrique est calculé par :

P P

1 ‘ . ‘

Ind, = N E N'lnd* , N= E N* (4.13)
i=1 i=1

reme

avec d* le diametre typique de la i®™° plage, et ’écart-type moyen géométrique
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aerosols urbains (donnees EUROTRAC) aerosols urbains (donnees EUROTRAC)
— T T T T T

8e+10 30
mode nuclel mode nuclei
777777 mode acou -~ mode accu
---- mode coarse
& 6ev10 tous les modes 1 ——- tous les modes VAN
2 o /A
£ g0t i
3 > /
<] 2 \
& = /
® —_ !
* 4e+10 [ i !
Z < [
3 s /
. =
£ i; 10 + /
S 2e+10 b /
/
/
£
N 4
. =
0 >~ 0 T s SR
1 10 0 0 0 1 10

diametre aerosols (um) diametre aerosols (um)

Fic. 4.3: Distribution numé- FiGg. 4.4: Distribution mas-
rique. sique.

par :

P
In(o,) = %ZNi(ln di —Ind,)? (4.14)

=1

Pourquoi les distributions d’aérosols sont-elles assez proches de la forme
multimodale ? Des essais d’explications ont été avancés pour la distribution
atmosphérique de ’acide sulfurique ([102]) et pour les distributions d’aérosols
intérieures ([103]), i.e. a I'intérieur des batiments.

Cette approche réduit a au plus neuf le nombre d’équations a résoudre,
mais la distribution n’est alors plus résolue en taille.

Par ailleurs aucun résultat ne permet d’affirmer que la distribution mo-
dale reste de forme modale par coagulation, condensation/évaporation et
nucléation. Si cette forme n’est pas conservée au travers de la GDE, alors la
projection précédente n’a plus de sens.

De plus il n’existe & notre connaissance aucun résultat de convergence
pour cette méthode, c’est-a-dire que 'ajout éventuel d’autres modes n’amé-
liore pas nécessairement la précision.

4.4 Echelle logarithmique

La plupart des modeles de dispersion avec aérosols ([56, 104, 105]) utilisent
une formulation logarithmique des équations de la GDE. C’est-a-dire que
les équations (4.1) et (4.2) sont réécrites par rapport un logarithme de la
masse seche m de ’aérosol ou de son diametre sec. Cette formulation réduit
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le nombre d’ordres de grandeur et permet de mieux représenter les petits

aérosols.

Je donne ici brievement les équations par rapport au logarithme x = Inm
de la masse seche m d’un aérosol. Le passage a 1’échelle logarithmique est

détaillé en annexe B.

Les densités numériques et massiques par rapport a x sont respectivement

définies par les égalités :
n(z,t)de £ n(m,t)dm , g(z,t)dz = g;(m,t)dm

soit
n(z,t) = mn(m,t) , ¢z, t) = mg;(m,t)

Les densités logarithmiques ont donc pour dimension :

Naer _ Maer
[n(z. 0] == a0 = 3

La densité numérique n(z,t) s’exprime généralement en #aérosols.m

densités massiques ¢;(z,t) en pg.m=3.

— Distribution numérique d’aérosols :

a_”(x, t) =E(z > In2 + z¢) /w K(y, z)n(y, t)n(z,t) dy

ot
—n(z,1) /OO K(z,y)n(y,t) dy — 8(1(;;0")

— Distribution massique d’aérosols pour chaque composant X; :

da;
ot

(4.15)

(4.16)

(4.17)

3 et les

(4.18)

(z,t) =E(z > In2+ zo) /x K(y, 2)lai(y, t)n(z, 1) + n(y, )ai(z, 1) dy

— a0 [ Kt dy - 2T (1) o,

— Concentration gazeuse en composant semi-volatile X :

dc]
dt

() = —my (o, £) Jo(t) — / " (1) (1) da

Zo

— Conservation de la masse en X :

A (t) +/ gi(z,t)dz = K;

Zo

(4.19)

(4.20)

(4.21)
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— Conditions aux limites en my :

(Hon)(xo,t) = J()(t) s (Hoqi)($0,t) = mi(ﬂ?o,t)Jo(t) (422)
ou H, désigne la vitesse de grossissement logarithmique :

I
Hy & EO , [Hol=T7" (4.23)

exprimée en s L.



Chapitre 5

Résolution stochastique

Résumé

Les méthodes stochastiques ont déja été employées pour résoudre [’équa-
tion de coagulation pour des processus complexes tels que polymérisation ou
formation de gel. Lorsque le cout calcul n’est pas un critere, les méthodes
stochastiques, qui ne souffrent pas des probléemes de diffusion et d’instabilités
des méthodes déterministes, permettent d’obtenir des solutions de référence.

Ce chapitre reprend article “A stochastic approach for the numerical si-
mulation of the General Dynamics Equation” ([7]), publié dans Journal of
Computational Physics dans lequel les méthodes stochastiques sont étendues
a la GDE des aérosols atmosphériques, afin d’obtenir une solution de réfé-
rence dans le cas des processus couplés, pour lequel les méthodes déterministes
restent difficiles a mettre en oeuvre.

Ces travauz ont par ailleurs fait l'objet d’actes de congreés suivants :
APMS01 ( Air Pollution Modelling and Simulation, France, Paris, Mars
2001 ), [106]; EACO1 ( European Aerosol Conference, Allemagne, Leipzig,
Septembre 2001 ), [107]; CFAO01 ( Congrés Francais sur les Aérosols,
France, Paris, Décembre 2001 ), [108].
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Abstract

We present in this article a stochastic algorithm based mainly on [95] and
[96] applied to the integration of the General Dynamics Equation ( GDE ) for
aerosols . This algorithm is validated by comparison with analytical solutions
of the coagulation-condensation model and may provide an accurate reference
solution in cases for which no analytical solution is available.

Keywords

Air Pollution Modeling, Atmospheric aerosols, coagulation, condensation,
evaporation, nucleation, Aerosol Size Density, General Dynamics Equation,
stochastic resolution, size-resolved methods.

Introduction

The gas phase pollution has been widely investigated ([1]) and numerous
three dimensional models are available. The next step is now to take into ac-
count the atmospheric particulate matter. Aerosols may indeed have a strong
impact on the atmospheric radiative balance, on the gas-phase concentrations
(especially through the gas to particle conversion) and on man health.

Aerosol modeling in current 3D atmospheric Chemistry-Transport Models
is usually made by appropriate parameterizations ([109]). Size-resolved mo-
dels are however a key issue ([104]) since many properties of aerosols are dee-
ply related to the size. It is also important to follow the aerosol size distribu-
tion ( or density ), let us note ASD, along time. The ASD evolution is mode-
lized by the General Dynamics Equation (GDE) [1] which takes into account
the physical processes of aerosols as coagulation, condensation/evaporation,
nucleation and removal.

Some models already exist to solve this equation and we will distinguish
the so-called multi-modal models for which an a priori form is chosen for
the ASD and the size resolved models which directly solve the GDE with
appropriate numerical schemes.

In multi-modal model the ASD is usually assumed to be a sum of log-
normal densities, and the GDE is solved through the ASD moments. We refer
for instance to [98] and [99]. The advantage of this method is a few number
of parameters and a rather easy implementation. The limitation is however a
possible lack of accuracy since the only first moments of the ASD have been
preserved.
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In size resolved methods the aerosol size spectrum is discretized into a
finite number of bins and the GDE is solved within each bin, whatever the
numerical scheme is. This kind of method can be performed in two different
ways whether one solves each process separately or not.

Splitting is usually advocated in order to focus on each process separa-
tely. Coagulation is usually solved with “size binning” algorithms. We refer for
instance to [46] and [79]. The drawbacks of this method are the lack of conver-
gence results and the diffusion for large bins. Condensation/evaporation leads
to an advection-equation for the ASD for which many algorithms have been
developed ([90]).

Nevertheless splitting always introduces a “splitting error” and the aerosol
size grid may be different for each process, which may imply some numerical
difficulties.

With a coupling approach all physical processes are solved in the same
time. This can be for instance performed by finite elements methods applied
to the whole GDE [92, 45, 80].

However, the main drawbacks of the previous approaches are the lack of
theoretical results proving the convergence of the numerical solution to the
solution of the GDE. The GDE can be solved analytically for academic cases
only and validation for such cases does not ensure a good behaviour in more
realistic situations. The lack of reference solution has already been underlined
for instance in [110]. Searching a numerical reference solution, not necessary
for operational purposes, is therefore a key issue. Such reference solutions
do not have necessary to be computationaly efficient but highly accurate in
order to be used in benchmarks of fast numerical methods as those listed
above.

Stochastic methods are good candidates for this role. They have already
been used to solve the Boltzmann equation ([111, 112]), and more recently
to solve the coagulation equation ([113, 95, 96]). The key advantage of these
methods is that they rely on a stochastic formulation of the GDE, which pro-
vides a basis for their validity. They are moreover rather easy to implement.

We propose in this article an extension of such approaches to the whole
GDE for single component aerosols. The article is organized as follows : in
the first section we briefly summarize the key features for the GDE and we
present the mass flow formulation. We present our algorithm in the second
section . Some numerical tests are summarized in the third section.
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5.1 General dynamics equation and mass
flow formulation

Notations and dimensions

In the following article the letters v and r will respectiveley always re-
present the volume and the radius of one physical aerosol!, they are expressed
respectively in um? and pm. We will refer either to v of r as the “aerosol size”.
We assume one single aerosol is completely described by its size.

The term particle will constantly refer to numerical particle, which is
defined in part 5.1.2.

Air volumes are expressed in cm?, the aerosol concentration in air is then
expressed in #aerosols.cm™ . As we consider in this article only single com-
ponent aerosols, their specific mass is that of the chemical specie involved,
independant of the aerosol size. Then dealing with volume or mass of aerosols
is equivalent. In order to avoid confusion between volumes of different kinds,
we will always talk about aerosol mass concentration although it is in fact

the volume concentration expressed in pum?.cm=3.

The ASD describes the repartition of aerosol concentrations with res-
pect to their size. This one is usually represented by a continuous density of
concentration n(v,t) so that n(v,t) dv is the concentration of aerosols whose
sizes range between v and v + dv at time ¢. Then the dimension of n(v,t) is
#aerosols.cm™3um™3. Let us note g(v,t) the aerosol mass density, which is
merely derived from n by ¢(v,t) = v n(v,t).

The relative densities will be noticed n and 4.

1
3
v and r are related by v = 37r® & r = (%)
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5.1.1 General dynamics equation

For a single component aerosol, the time evolution of n is then given by
the following equation ([1]) :

on 1 o
E(v, t) = 5 /vo K(u,v —u)n(u,t)n(v — u,t) du

TV
coagulation gain

— n(v,t) /oo K (u, v)n(u,t) du (5.1)

. S/
-~

coagulation loss

o(I,
_ %(v, t) +§(v0,v)Jo(t)J— R(v,t)n(v,1)
\ 7 " TV

. nucleation deposition
condensation

where K(u,v), Io(v,t), Jo(t) and R(v,t) are respectively the coagulation,
condensation /evaporation, nucleation and deposition kernels. The physical
properties of each process is entirely described by their kernel expression.
According to the previous notations K (u,v) is in cm3s—1, Iy(v,t) in pm3®s—1,
Jo(t) in #Ftaerosols.cm3s~! and R(v,t) in s~ 1.

5.1.1.1 Aerosol size spectrum

The smallest size vy is the aerosol size from which and aerosol becomes
stable and begins to grow, it is then the nucleation size. The coagulation
loss term implies an infinite integral, actually as large aerosols are finally
removed from atmosphere by gravitational settling, oo can be replaced by
the maximum vy, of aerosol size existing in the atmosphere.

Atmospheric aerosols radius usually range from 0.001um to 100um, which
makes the atmospheric aerosol Dynamics lie from the free molecular regime
(K, > 10) ? to the continuous one (K, < 0.1). Then expressions of various
kernels have to take into account both regimes. The nucleation kernel is not
concerned as this process does not influence already existing aerosols.

In parts 5.1.1.2 and 5.1.1.3 we derive the usual expressions of the coagu-
lation and condensation/evaporation kernels in the continuous regime, their
complete expressions are given in appendix A.

2K, is the Knudsen number, ratio between the mean free path of air,A,; and the
particle radius, for average atmospheric conditions Ag;» = 0.0651um
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5.1.1.2 Coagulation kernel

The coagulation is mostly due to the Brownian activity ([10]), which may
be written in the continuous regime for spheric aerosols of size u and v as :

O S ORION

where k, = 1.381 1072% JK ! is the Boltzmann’s constant, f; the dynamic
viscosity of air and 7" the air temperature.

That is to note the Brownian kernel can be considered in first approxi-
mation as a constant, indeed for equal size aerosols the coagulation kernel is
reduced to

8k, T
3,“(11'1'
Therefore this constant is usually called the Brownian constant and is equal
to 6.405 10719 ¢m3s~! for average atmospheric conditions.

K(u,u) = (5.3)

5.1.1.3 Condensation/evaporation kernel

The condensation/evaporation (c/e) process describes the relaxation to
an equilibrium between aerosol and gas phases for one chemical species i.
The equilibrium is usually achieved by a diffusion process between the bulk
gas and the aerosol surface, the c/e kernel is then written for aerosol of size
v in the continuous regime as [1] :

47TDZ'

IO(U:t) = i

(%) (o= — e (54)

where D; is diffusion coefficient of species ¢ in air and p; its specific mass,
independent of the particle size.

The difference between the mass concentraton of i far from the particle,
C2°, and the equilibrium mass concentration, C;? is the driving force for
transport of 7. The latter concentration results from the Thermodynamics
equilibrium between the aerosol and the thin air layer surrounding its sur-
face. Some models have been developed for multicomponents aerosols, as
ISORROPIA ([19]), in order to compute C;7.

Eq. (5.4) can be rewritten as

W=

Iy(v,t) = o;(t)v

47D (3\? o rea
o) =2 (2) e 69)
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ne recognizes the diffusion nature of the c/e process as o;(t) has the dimension
of a diffusion coefficient pm?s=1.

Let us give an idea of the value of o;(t) in the case where specie i is
water : D; ~ 2.19 107! em?s™ 1, p; = 103 kg.m™3, the water vapor saturation
concentration in the atmosphere is usually C;? ~ 17.3 g.m 3 at 293 K.

In the case of effective condensation, we guess a vapor concentration
C = 2 Cf1, then o; is approximately equal to 4.76 10° um?s! for pure
water droplets.

Expression (5.4) of the condensation rate of i remains the same in the

multicomponents case.

5.1.1.4 Nucleation kernel

Nucleation of vapor substances in the atmosphere can occur both homo-
geneously and heterogeneously, and may involve several chemical species as
the well-known binary nucleation process Hy0 — HySOy.

Theoretical expressions for homogeneous nucleation can be derived from
a kinetic approach ([61]). These expressions usually have the form :

AG*
Jo(t) =C — 5.6
o) = Cexp (-7 59
where AG* is the Gibbs free energy required to form a stable nucleus and
C a constant depending mainly on vapor pressures of each chemical species.
Some parametrizations of the nucleation rate are avalaible in [72, 74].

5.1.1.5 Deposition kernel

Aerosols can be removed from atmosphere either by deposing on any
ground surfaces ( dry deposition ), or by sticking to rain drops ( wet scaven-
ging ). The impact of both processes are usually proportional to the ASD,
therefore the expression of aerosol loss by deposition is written in the form :

(%)dep — R, n(v, 1) (5.7)

That is to note Eq. (5.7) describes a relaxation process where m, time

dimensioned, represents the life time in atmosphere of aerosols of size v.
When only dry deposition, R(v,t) is expressed in term of a deposition

velocity Vy(v,t) [10] :

Vd(va t) 1

N, Va(v,t) = + Vi(v,t)  (5.8)

R(v.t) = —
(v,2) Ra+ Ry + RaRyVi(v, 1)
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where Az is the vertical reference height of the model.

The deposition velocity is usually ([1]) estimated via a resistance model
where V(v,t) is the sedimentation velocity of aerosols of size v, R, is the
aerodynamic resistance between the reference height and the ground, and R,
is the resistance to brownian diffusion in the laminar sublayer just above the
surface.

5.1.2 Principles and mass flow equation

The coagulation process is quite difficult to modelize in terms of stochas-
tic dynamics because of its non-linearity. Let us first briefly summarize the
stochastic methods already developed for coagulation.

As the coagulation term is non-linear in the ASD ¢ (5.10), it would then be
necessary to know the density ¢ to simulate exactly the coagulation process.
But the density ¢ is precisely the quantity we want to compute.

The key idea to overcome this difficulty is that according to the law of
large numbers, the density may be approximated by the empirical measure
of a large number of particles. This leads to work with a large number of
numerical particles and to replace ¢ by the empirical measure in the coagu-
lation mechanism. In fact non-linearity is replaced by interactions between
particles. As a consequence coagulation is treated accurately only if the num-
ber of numerical particles, let us note P, is large enough to ensure that the
mean-field asymptotics holds.

Stochastic algorithms for coagulation mainly differ whether what is asso-
ciated with one numerical particle.

To fix one’s mind let us consider one numerical particle labeled by 1.
In [113] Lushnikov associates with this particle one physical aerosol of size
yi;- The drawback of this method is that the number of particles decreases as
coagulation makes the number of aerosol decrease, which is a strong limitation
as coagulation converges in the limit of the number of particles going to
infinity.

To avoid this problem Babovsky in [95], Wagner and Eibeck in [96] as-
sociate with the particle one unit mass of aerosols of size y;(t) at time t.
Then the particle represents a number y%(t) of aerosols of size y; at time t.
As coagulation physically preserves the total aerosol mass, the number P of
numerical particles remains constant. This kind of algorithm is then called
“mass flow algorithm”, let us note MFA.

The next step is to extend the MFA to condensation/evaporation, nu-
cleation and removal. The total aerosol mass being now likely to vary, a first
idea is to allow the number P of particle to vary along time ([106]), as this
one is directly linked to the total aerosol mass in MFA. But P decreases with
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evaporation and removal, which we would like to avoid for the same previous
reasons.

In order to keep a particle number at least non decreasing, a second idea
is to allow the unit mass of aerosols of each numerical particle to vary, let us
note w;(t) this varying mass for the i** particle at time ¢, in the previous MFA
w;(t) was always equal to unity. The i** particle now stands for a number Si(t)
of physical aerosols of size y;(t). The varying mass w;(t) is connected to the
condensation/evaporation and removal processes, which no longer affect the
number of numerical particles.

As the nucleation process is independent of already existing aerosols, it
cannot be related to preexisting numerical particles, and has to be treated
by creation of new numerical particles. Then P may increase by nucleation,
which has no impact on the algorithm convergence.

The MFA is based on the aerosol relative mass density (v, 1) :

G(0,1) = % Qo= /Oo do(v) do (5.9)

From (5.1) one easily gets (calculations are reported in appendix B) :

q vV—vg K .
%(U,t) :/U QOM(}(u,t)d(v —u, t) du

o v—1Uu

(v, 1) / "0 B W G 1) du

u
~~

non linear terms

+ (IO(U’t) — R(v,t)>Q~(v,t) - a(;OQ) (v,t) + UOJO(t)(S(vo,v)
R v - , %U,—/ ——

non conservative terms conservative term creation term

(5.10)

The three last terms on the right hand side of (5.10) can be given an exact

probabilistic interpretation at the continuous time level. Let us underline that

some kernels have been modified. The relevant kernels are now Qo@ for
Io(v,t) voJo(t)

coagulation, =~~~ for condensation /evaporation and oy for nucleation.

5.2 Mass flow algorithm

The common idea of stochastic algorithms is to make a large number of
independent experiments ( let us say MC ) and to average over them. This
is called the Monte-Carlo loop.
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The state of the system within each experiment is represented at time ¢
by the array of numerical particles [ (yf,w!), i=1,..., P'] where P is the
number of numerical particles at time ¢.

The relative densities are approximated by the sum of Dirac 3 masses :

n(v,t) = 5o Zw, Vo(ws 0wy » G(v,t) = 5o sz ),0) (5.11)

Note that both relative densities are divided by the initial number of particles
P().

The aerosol size spectrum [vg, Upax| is discretized in a finite number NB
of regular bins 1 <! < NB, B, =[v;,v;'], v, —v;] = Av, then the densities
(5.11) are approximated by piecewise constant functions :

pt

ve B, nt)= POZw Owteny » q(v,t) = pOZ wtepy) (5.12)

The choice of v, does not modify the algorithm, it depends only on the
aerosol size spectrum that one wants to focus on.

In order to make the average over the M(C experiments, one needs to
conserve the aerosol concentration and mass in each bin /, which we respecti-
vely call NV; and @Q;. These two arrays are set to zero before the Monte Carlo
loop but are not reinitialized during the Monte Carlo loop, on the contrary

t0 (ys, wi)-

5.2.1 Description of extended MFA

The extended MFA is then the following over a time period [0, 7] :
— 0. Initial conditions. [ (N;,@Q;) = (0,0), i=1,...,P%]
— 1. Monte-Carlo loop. (1 < mc < MC')
a. Initialization : Calculation of [ (y?,w?), i=1,...,P%]
b. Time loop : [0,7]
— i. Calculation of a time step 7,
— ii. Integration of (5.10) from t; to ty 3 =ty + 7% :
— Integration of coagulation :
ko k kty | kty
(Wi wi) = (¥ *hw ?)
— Integration of c/e and deposition :
k+% k+% k+1 k_|_1
(v %o ") = (4w )
— Integration of nucleatlon : creation of J new particles

34 is the Kronecker symbol
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— iii. Removal of numerical particles :
if yf“ < v then the i** particle is removed.
— c¢. Updating of concentration and mass densities :
From i = 1,...,PT if y] € B; then Q; + @; + w;] and N; «
N+ i [yf
— 2. Averaging on the MC experiments .
At the end of the Monte-Carlo loop, N; and @); are averaged over the
MC experiments : N; <+ N; X POMC and Q; + Q; X POMC
The Mass Flow Algorithm is related to the appropriate choice of the sequence
of discrete times (t;). The time step 7, = tx1 — tx is computed on the basis
of the kernels. The new state at time #;,; is computed by taking into ac-
count in a sequencial way coagulation, condensation/evaporation, deposition
and nucleation. The order of the sequence has no impact on the algorithm’s
convergence.
We now give some details for each step.

5.2.2 Initialization

This step consists in calculating the initial state [ (y?,w?), 1 =1,..., P
according to a given mass density v — go(v).
The mass w; of each particle 7 is set to unity, Vi = 1,..., P% | w? = 1.

The calculation of [ y? , i =1,..., P’ may be performed :
— either by randomly generating each y?, independently according to the
probability density, v — G (v).
— or by using a deterministic initialization based on the associated cumu-
lative distribution function :

¥ 1nf<v//0 (1) uz%) (5.13)

5.2.3 Time step

Choosing the appropriate time step is a key issue. On the one hand the
time step is supposed to be small enough compared to time scales of physical
processes in order to allow an accurate integration. On the other hand it is
expected to be large enough to avoid a prohibitive CPU time.

Let us then define the time scale of each physical process :

— for coagulation between aerosols of size y; and y :

Ui
QuwiK (yf,yF)

(5.14)
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— for condensation/evaporation of aerosols of size yf :

v

ToWh 1) (5-15)

— for deposition of aerosol of size yf :

1

R (5.16)

— for nucleation of aerosols :
Qo
’U()J() (t)

(5.17)

As coagulation is delicate to integrate in a stochastic way, the time step
is chosen in comparison to the smallest coagulation time scale, noticed i,
whose expression is derived from (5.14) :

kT (ak ok
A = Qo max (M> (5.18)

.. k
i,j=1,...,Pk Y

then 7 is usually defined as ([95]) :

c
= — 5.19
Tk A ( )

where c is a constant, usually equal to 0.1. As ¢? is the proportion of par-
ticles that would coagulate twice during the time step in a non approximate
integration of coagulation, ¢ must be kept small.

In practice, to ensure an accurate integration of other processes one has
to check that 7, remains small compared to other time scales (5.15), (5.16)
and (5.17).

The calculation of Ay (5.18) requires a double loop on P*, which can be
expensive in CPU time if P* becomes large. For most coagulation kernels
this double loop can be avoided, we give further details in appendix C.

5.2.4 Calculation of the state at #;,

The calculation of the new state of the system at time t;,; is performed
by the successive integration of each physical process, the order of integration
has no impact on the numerical solution and the algorithm’s convergence.
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5.2.4.1 Integration of coagulation

An array of integers J; , i = 1,...,P* and an array of real numbers
U; i = 1,...,P* are randomly generated with the respective uniform
probability laws over [1,..., P¥] and [0, 1].

Integration of coagulation is performed by making coagulate the numeri-
cal particle 7 (i =1 to P¥ ) and J; if the following condition is met :

K(yF, vk
K93 e (5.20)

>

. k+1 .
i=1,...,PF, yi+2 <—yf+y§i if U; < Qg

-

Ji
A
The choice of 7%, Eq. (5.19), ensures that A always ranges within [0, 1].

5.2.4.2 Integration of condensation/evaporation and deposition

This step is performed in a deterministic way, that is to say through the
integration over the time step 73 of the following ODE system :

. . . Iy(yi, t
1= 17"'7Pk y Yi = IO(yzat) y Wi = W <% _R(yl7t)) (521)
3
. k+1 k1 e . . .
with (y; ?,w; ?) as initial values. Provided the time step 74 is small com-

pared to the time scales of condensation/evaporation and deposition, Egs.
(5.21) can be solved by an explicit Euler scheme :

1

. k+3 k+3
i=1,...,P*, yf“:yi 2+ do(y; %, tk)

k+1 1
k1, k3 Y mR(y T2 ) (5.22)
witt=w;, 22 —e i

k+3

7

Letting the weights w; of particles evolve with condensation/evaporation and
deposition enables to keep the number of particles constant.

5.2.4.3 Integration of nucleation

According to Eq. (5.10) the nucleation process produces a global mass
voJo(tx) T of aerosols of size vy within the time step 7.

This mass is created independently from already existing aerosols on the
contrary to condensation/evaporation, new numerical particles have then to
be created to represent this incoming mass.

Then we define J new numerical particles :

wi=1, Y=y, i=P+1,... PF+J (5.23)
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where J is the integral part of vyJy(tx)7x. The fractionary part of voJo(tx)7%
can be treated
— either by creating a new numerical particle with weight wpr, ;,; =1 if
the following condition is met

U S U()Jo(tk)Tk —J (524)

where U is a real number randomly generated with the uniform proba-
bility law over [0, 1].
— or by by creating a new numerical particle with modified weight

Wpkyj41 = voJo(te)h — J (5.25)

The number of numerical particles is then increased, P*¥*' = P* + J or
Pkl =pky J4+1.

5.3 Some numerical tests

5.3.1 Numerical set up

Analytical solutions of the GDE (5.1) are available for for academic cases
only, i.e. constant or linear kernels, and assuming vy = 0 . In the case of
coupled coagulation and condensation, academic cases are nevertheless in-
teresting as they represent the limiting behavior of an ASD undergoing such
processes.

Some analytical solutions are available with the following initial densities
and kernels ([60]) :

— initial ASD :

Un v
(@) no(v) = - exp(——) (5.26)

m Um

where v, and ng are respectively the mean aerosol volume and the

total aerosol concentration. We choose v,, = 0.029 um? and ny =
10%4#taerosols.cm™3.
— (1) constant coagulation and constant condensation :
K(U'a U) = KO ) I(U: t) =0 (527)
— (2) constant coagulation and linear condensation :
K(u,v) =Ky, I(v,t)=o0v (5.28)

— (3) linear coagulation and linear condensation :

K(u,v) = Ko(u+v), I(v,t)=ov (5.29)
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where K, and o are constants.

In Table 5.1, for each case we define the time scales of coagulation (7,)
and condensation (74), the ratio between characteristic times (A), and the
dimensionless total number (Mj(¢)) and mass concentration (M, (t)).

[ A=Z TAG A0

(1) K()2n0 v7m Koizvm 1—{—1% 1 + A]n(l + %)
2 1 2 1 3

(2) Ko'IL() ; K()oﬂ—.o 1+% eXp(a)

(3) Konl()vm % Ko;lr()vm exp % (1 - eXp(%)) eXp(%)

TAB. 5.1: Time scales and dimensionless moments

One can check that the time scale of coagulation is the time period at
the end of which the total aerosol concentration is divided by two for (1) and
(2), by €'7¢ =~ 0.18 for (3) assuming A close to unity.

In the same way the time scale of condensation is the time period at the
end of which the total aerosol volume is multiplicated by 1 + In(2) ~ 1.7 for
(1) assuming A close to unity, by e for (2) and (3).

Moments in case (2) are not coupled, i.e. My depend only of coagula-
tion and M only of condensation. That is why cases (1) and (3) are also
interesting as M; in case (1) and M, in case (3) depend of both physical
processes.

We give the solution v — n(v,t) for each case, they are obtained by
Laplace transform ([60]) with the initial density (a), the ASD moments M,
and M, are derived in table 5.1 :

— (1) constant coagulation and constant condensation :

o (M0)2 ULMO + A(MO — ].)
— exp| — = (5.30)
Um M1+A(M0—1) M1+A(MO—]_)

n(v,t) =

this is an approximation of the analytical solution, valid for v >
v A(1+ 1).
— (2) constant coagulation and linear condensation :

o (M0)2 v M()
= — S 31
n(v,t) o exp o (5.31)
— (3) linear coagulation and linear condensation :
M,
n(v,t) = ng—e————exp(—a) I, (b) (5.32)

v ]-_MO
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where I; is the modified Bessel fonction of first kind and first order,

and
a=(1-M)2- M)~ , b=2(1- M)/1—- My—

m Um
If A < 1 the characteristic time of coagulation is much shorter than this
of condensation, which means that, within a time period 7., condensation
may be neglected as compared to coagulation. On the contrary if A > 1
condensation dominates the ASD evolution. In order to have a real coupling
between both processes we then choose A equal to 1.

In case (1) the coagulation constant is chosen as the brownian constant
(5.3), in case (2) and (3) the coagulation and condensation constants are
chosen so that time scales are equal to those of case (1). Numerical values of
kernels and time scales are gathered in Table (5.2).

(5.33)

(1) (2) (3)
Ko (cm®s~ 1) | 6.405 10 | 6.405 10-° | 1.115 108 (¥)
o(s) [9210°° () | 320210~ | 3.202 10~*
7. () ~3122.6 | ~ 31226 ~ 31226
74 (5) ~3122.6 | ~ 31226 ~ 31226
A ~1 ~1 ~1

TAB. 5.2: Numerical values for kernels and time scales

(*) in em3um=3s7t | (**) in pm3s~! .

5.3.2 Calculations of errors

We compute the mean relative quadratic error for the concentration den-

sity :
error = \/ /

where v — n™™(v,T) is the mean numerical density over the MC experi-
ments, and v — n'* (v, T) is the theoretical density.

As the aerosol size spectrum is discretized in N B bins of width Awv, the
integral in Eqs. (5.34) is approximated by

(5.34)

num T _ mth T
nmm(y, nth (v, T)\” o
nth (v, T)

An :sz <nnum(v2 ggw_ ;;h(w, T) ) ? (5.35)

+ —_
vty
5

where v; =
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5.3.3 Tests

5.3.3.1 Convergence characterization

We have tested the convergence of the algorithm in the case (2) after a
time period %. The final volume density is shown on figure 5.6. The main
parameters of the MFA algorithm are the number of numerical particles, P,
and the number of Monte Carlo experiments, MC'.

Figure 5.1 illustrate the decrease of quadratic errors with respect to P
and figure 5.2 with respect to MC.

MC : number of Monte Carlo experiments
F B B o L L A LR R R RS L
25F — MC=4 E
E MC=8 |
--- MC=16
E —— MC=32 El
2 - MC=64 E

155 E

relative error

| ST T TS FURTEE FTNETRY FERETET FERTRT ST P
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

numerical particles number

F1G. 5.1: Relative quadratic error on
the concentration density in function
of the numerical particles number.
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P: number of numerical particles

25F E

relative error

ITEREE FENETET SRR TEE FEN TR R ST NN FE TR SR TN SRR S
0 8 16 24 32 40 48 56 64

number of Monte Carlo experiments

F1G. 5.2: Relative quadratic error on
the concentration density in function
of the Monte Carlo number.

The asymptotic behavior of the relative quadratic error turns out to be
one expected with stochastic algorithms :

1
error ~ ———— (5.36)

vVMC x P

which suggests the existence of a “central limit theorem” for coupled coagu-
lation condensation. We must point out that Eq. (5.36) represents an asymp-
totic result, indeed to make M C run to infinity, keeping P constant, will not
allow the error to vanish, because the convergence of coagulation, a non-linear
process, is achieved with P going to infinity.

Eq. (5.36) implies that accuracy is asymptoticaly proportional to the pro-
duct MC x P. Indeed we check on figure 5.3 that for a given accuracy, let
us say 0.7, the product MC x P remains roughly constant equal to 22000.

As stochastic methods are usually expensive in terms of calculation time,
it is also interesting to determine the CPU time behavior with respect to
MC' and P. Figures 5.4 and 5.5 show respectively in LOG10 scale the the
CPU time in function of P and MC.

It is found that the CPU time evolves as :

CPU ~ MC x PP (5.37)

As we would like a good accuracy with a CPU time as low as possible, we
investigate the ratio between accuracy and CPU time :

accuracy ~ MC x P = % ~ VP (5.38)
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MC : number of Monte Carlo experiments

25E — MC=4 3
E MC=8
E --- MC=16
E --- MC=32 E
2 -~ MC=64 E
9] g E|
£ 1sf 3
3 E
2 £
B £
B E E
1E N E
E LY
07— ‘\F“ {
osfp B e T E
E [ CR—. E
E it SR,
P S T P EUTENY UL IR TNRT T FOUT PRI TR e
0 1000 | 2 BOOO 4000 5000 | 6000 7000
700 1375 2750

5500
numerical particles number

F1G. 5.3: Relative quadratic error the
concentration density, illustration of
the accuracy funtion of MC x P.

MC : number of Monte Carlo experiments

: . ————— g 10000
— Mc=2 T
MC=8 -
- MC=16 e
- MC=32 T
-~ MC=64 L
= T s = 1000
S 100
E 10
E | . | R R
500 1000 2000 2000 8000

numerical particles number

Fiac. 5.4: CPU time in function of
the numerical particle number, LOG10
scale.
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P : number of numerical particles
10000 : . T ————

1000 T E

CPU time [sec]

p
8

10

number of Monte Carlo experiments

F1G. 5.5: CPU time in function of the
Monte Carlo number, LOG10 scale.

As we have pointed out with Eq. (5.36), Eq. (5.38) represents an asymptotic
behavior, then provided P is large enough, it suggests that for a given accu-
racy one has better to take a number of numerical particles as low as possible
with appropriate cycling.

The results obtained here does not depend on the exact solution taken,
therefore we do not repeat these results for all cases.

5.3.3.2 Limiting cases

For atmospheric aerosols the coagulation and condensation/evaporation
are generally bounded as follows :

K(u,v) <C(u+wv), Iyv,t) <ov (5.39)

Constant and linear kernels appear to be limiting cases for both processes,
therefore it appears interesting to investigate the algorithm’s behavior for
such cases. Furthermore linear coagulation appears for turbulent diffusion
and linear condensation is encountered when chemical reactions occur near
the aerosol surface.

Figures 5.6 and 5.7 with linear condensation are characterized by an ac-
cumulation of particles at large sizes. Small particles are never completely
removed since the condensation rate vanishes for small particles. Linear coa-
gulation emphasizes this spreading effect towards large sizes compared to
constant coagulation.

That is to note that as the linear coagulation also vanishes for small
volumes, small aerosols are removed neither by condensation nor coagulation,
which results in a ASD pick on small aerosols.
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Time evolution : 1561.3 sec
det0—T——— T [ T T T [ T T T T T T T T T

— initial volume density (a)
MFA solution, P=1000, MC=50D
--- analytical solution

volume dengity [um3/cm3],
2 2
S S
@ Q

,_\
©
+
=)
q

0.3 0.4 0.5 0.6

aerosol volume [pm3]

Fic. 5.6: Constant coagulation
and linear condensation, CPU
time= 107 sec, relative error= 0.55

Time evolution, T=1561.3 sec

L T T T R T R SR
— initial volume density (a) |
MFA solution, P=800, MC=400,
--- analytical solution
wet05 7
£
S
&
2 1
=
2
De+0y —
@
°
o
£ ~, 4
2 /
= |
1e+05L -
|
ol P O o S
0 0.25 05 0.75 1 1.25 15

aerosol volume [um3]

F1a. 5.7: Linear coagulation and linear
condensation, CPU time= 878 sec, re-
lative error= 0.28



5.3. Some numerical tests 145

Cases with constant condensation ( figures 5.8 and 5.9 ) are characterized
by the fact that at any time ¢ there remain no aerosols smaller than ot, i.e.
Um . Then after the time period % the ASD breaks down below 0.014 pm?.

Time evolution : 1561.3 sec
Lo e e

— initial volume density (a)
MFA solution, P=1000, MC=50pD
-~ analytical solution

m3],
@
e
o
o

volume dengity [um3/c
?
o
a

le+05r

o ben i T L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

aerosol volume [um3]

Fic. 5.8: Constant coagulation and
constant condensation, CPU time=
106 sec

Time evolution : 1561.3 sec
L T T R

— initial volume density (a)

-- MFA solution, P=800, MC=50
wet0y =
£
S
@

E
=
2 \
De+05- | —
5]
S
o
£
S
°
S
le+05+ =

L i - T
0.5 0.75 1 1.25

aerosol volume [um3]

Fic. 5.9: Linear coagulation and
constant condensation, CPU time=
1053 sec

As the condensation does not spread the ASD all over the size spectrum,
the maximum of the volume density decreases slowerly then linear conden-
sation.

That is to note the approximation of the analytical solution in case (1) (
figure 5.8 ) is not reliable below 1.5 v,,, i.e. 0.043 um3.
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5.3.3.3 Realistic cases

We present in figure 5.10 a comparison between the MFA and a finite
element method, let us note FEM, in the case of Brownian coagulation and
diffusive condensation limited to the continuous regime, for which kernels are
defined in parts 5.1.1.2 and 5.1.1.3. In this case the GDE admits no analytical
solution.

Time evolution : 1561.3 sec
4e+05———r— T T T T T T

—— initial volume density (a)
MFA solution, P=500, MC=500, CPU=1743
--- FEM solution, NS=20, dt=1sec, CPU=1.46 s¢

D,

o

volume dengity [um3/cm3],
2 2
(=] o
@ Q

i
)
2
o
Fsl

Ly P e e WU B R
o 01 02 03 0.4 05 0.6

aerosol volume [um3]

Fic. 5.10: Brownian coagulation and
Diffusive condensation

Finite element or collocation methods have already been developed, we
refer here to [67, 45, 92]. They differ depending on the kind of finite elements
used. The one we have been developping is based on a spectral decomposition
on orthogonal polynomials. The FEM enables to solve the GDE in a coupled
way and seems to be reliable for operational 3D models.

Time scales of coagulation and condensation depend on the aerosol size,

nevertheless one can define average time scales for both processes :
2

2 (V)3

= , Td =

Kon() o

Te

(5.40)

We choose K as the Brownian constant (5.3) and in order to have comparable
time scales we determine o so that 7, = 74, then o = 3 107° um?s~!, although
it may not be a realistic time scale for condensation.

Conclusion

— We have presented in this article a new algorithm based on a stochas-
tic mass flow formulation for the integration of the GDE of monocom-
ponent aerosols. The key point is that this algorithm may serve as a
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reference solution for benchmarking other numerical methods intended
for insertion in three dimension models. On the contrary to many other
algorithms, the theoretical basis is well found, which ensures conver-
gence results. This algorithm is moreover easy to implement.

— This algorithm can be extended to multicomponents aerosols, the mass
w;(t) of the ' particle is then split into s = 1,...,¢, wi(t) where ¢
is the number of chemical species involved. By getting the mass flow
equation for the multicomponent case, one can adjust the integration
of each process.

— Future works concern the search for algorithms to be used in a 3D
framework. The first step will be the validation of such methods by
comparison with the mass flow algorithm.
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5.4 Appendix

5.4.1 Mass Flow Equation

The mass flow equation is the equation on the relative mass density. By
multiplying (5.1) by the aerosol size v, one obtains :

g(i (v,1) ; /:_UO K(u,v —u)n(u,t)n(v — u,t) du
t) /00 K(v,u)n(u,t) du (5.41)
8(Ion)

5 (v,1) + 6w,V Jo(2)

The coagulation gain is divided into two equal parts as v = u + (v — u), then
the fraction % disappears. The c/e term is integrated by parts :

/Ua(l()’l’l/) 6([0(]) qu

ov - o v (5.42)
we have then
dq T K (u,v — u)
S = [ EE g g -
K
- Q(U,t)/ %q(u,t) du (5.43)
Vo
~ 0loq) | Iog
a;)} +%+5000U0J0()

The Mass Flow Equation is obtained by normalizing with the total initial
aerosol mass QO :

vt / QO wu—u) G(u,t)q(v — u,t) du

v—u
~i.1) [ Qo g, 0y (5.44)
0(Ipq) = Ivg UOJO( )

_ 5 + T + 04 (5(,,,07,,)

5.4.2 Calculation of \;

The definition of \; involves a double loop on the numerical particles due
to the coagulation kernel :

KR (ak ok
=@y max (M) (5.45)

k
7.7 11 7P yj
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This can be avoided by closely majorating ), first we derive from (5.45) :

max; w’.“

e < 170 % K(yF, o* 5.46
k:_QO mll’l]y;c n’%gX (yzayj) ( )

As most coagulation kernels can be put in the form :

K(u,w) = 3 (g(u)h(v) " h(u)g(v)> (5.47)

the double loop is majorated by

max K (yf, y¥) < max h(yf) x max g(y¥) (5.48)
2y 7 J

Then by making four single loops we obtain an upper bound for A :

k

max; W,
A < 777w max h(y¥) x m k 5.49
< Qo i, o ax (v:) ]‘@Xg(yg) (5.49)

For example the continuous brownian kernel (5.2) may be majorated as
follows :

1 1
2k, T kN 3 k\ 3

air 0] yj %J Y;

< (24"

B Bﬂair mini (yzk)

(5.50)
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Chapitre 6

Résolution couplée de la GDE

Résumé

L’objectif de ce chapitre est de proposer des méthodes de résolution cou-
plée de ’ensemble des processus intervenant dans la GDE. Deux approches
sont possibles, suivant que l’on choisisse de discrétiser le probléeme d’abord en
temps ou en taille. La premiere méthode, dans laquelle on discrétise d’abord
le probléme en taille, est fondée sur une formulation faible (méthode varia-
tionnelle) et le choiz d’un algorithme d’intégration temporelle approprié (une
méthode implicite). La seconde méthode, dans laquelle on discrétise d’abord
en temps par un schéma tmplicite, conduit a la résolution d’une équation
intégrale de type Volterra que ’on résoud par une méthode de collocation.

Enfin, les erreurs induites par le découplage des processus (condensa-
tion/évaporation, coagulation), tel qu’il est habituellement mis en oeuvre dans
les modeéles tridimensionnels, sont étudices a l’aide de ces méthodes.
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Ce chapitre se base principalement sur les formulations variationnelles,
également connues sous le nom de résidus pondérés ([114]).

Du fait de leur relative facilité de mise en oeuvre et du cadre mathéma-
tique rigoureux dont elles disposent, ces méthodes sont souvent employées
pour résoudre les modeles de diffusion-réaction ([115, 116]), et sont parmi
les premieres méthodes développées pour résoudre la GDE ([80]). Celles-ci
consistent a projeter les densités continues sur un espace de fonctions appro-
priées puis a écrire des équations sur les coefficients de la projection. Le choix
de I'espace des fonctions donne lieu a différentes formulations : C. Pilinis uti-
lise des fonctions en forme de chapeaux ([45]), A. Sandu des polynémes de
Lagrange ([92]) ou des splines ([93]).

Dans ce chapitre, je tiens tout d’abord a situer les différentes formulations
rencontrées dans le cadre général des méthodes variationnelles (partie 6.1).
Deux types de formulations, avec des stratégies de discrétisation différentes,
sont ensuite développées et comparées (parties 6.2 et 6.3). La derniére partie
6.4 présente les tests de splitting coagulation/condensation & partir de la
formulation spectrale 6.2.

6.1 Principe général des formulations varia-
tionnelles

On présente ici les approches dans lesquelles on discrétise d’abord en
espace la GDE par une formulation faible puis on resoud en temps.

6.1.1 Formulation faible

Pour une meilleure lisibilité les équations (4.18) et (4.19) sont réécrites

sous la forme condensée :
on 0y
r>xy, —=f(nz,t), 1=1,....,n., — = fi(n,q,z,t 6.1
= L0 a t f ( ) e a n f z( qi ) ( )

ol = est le logarithme de la masse seche. Les fonctionnelles f et f; correspon-
dant aux contributions des divers processus. Les développements qui suivant
sont largement formels mais permettent de préciser 'approche employée.

On définit @ le sous-espace vectoriel des fonctions tests ¢ de [xg, co[ vers
R, C* et a support borné.

La “formulation faible” des équations (6.1) est donnée par :

an

ot

da;

v
v, < ot

a(p>:<fag0>a 2.:1,...,77,6,< ag0>:<fia(p> (62)
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ou <, > dénote le produit scalaire sur P :

< u,v >= /00 w(x)u(x)v(z) dx (6.3)

0

avec x — w(x) une fonction poids.
Par exemple, pour la densité numérique n, on a :

Voed, < g—?,(p >= /00 w(z)p(z) (/Jj K(y, z)n(y,t)n(z,t) dy) dx

Zo
N

J/

-~

gain de coagulation

o o0 O(Hyn
[ v Kty Onte vz = [ @) 2 o) o
J o P \J;O P
perte de ;c:agula.tion adv;gtion

(6.4)

dans laquelle les variables muettes x, y et z vérifient e* = e¥+e*. En effectuant
la changement de variable (z,y) — (y, z) dans le gain de coagulation, puis
en intégrant par parties le terme d’advection, on obtient :

Voed, < g—z,go >= < Hyn, ¢' > +/ (w'e)(x)(Hon)(z, t) dzx

- v
-~

advection

+ [ Gu@ele) - 0@ wIK (. On0) dyds-+ (we) ) It

S/

~ nucléation
coagulation

(6.5)

ou l'on a utilisé la condition aux limites (4.22).

6.1.2 Projection et choix des fonctions de base

Le principe de la méthode consiste a rechercher les solutions des égalités
(6.1) sur une restriction ®' ( sous-espace vectoriel de dimension finie ) ®.
Cette restriction ®' est définie comme I’ensemble des combinaisons linéaires
d’une suite finie (L1, ..., L,,) de fonctions, généralement dites fonctions in-
terpolatrices ou fonctions de base.

On note IIn et Ilg; les projections des densités n et ¢; sur @ :

(e, = Y W05, Tal) =Y dOLE)  (66)
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l E
z — n(x,t)

F1G. 6.1: Projection sur @’.

ol n/ et qu sont respectivement les ™ coefficients de la projection des
densités n et g; sur 'ensemble ®'.

Si les fonctions L; forment une suite orthogonale par rapport au produit
scalaire de ®, qui est aussi celui de @', alors les coefficients sont exactement :

i=1,...,ns, n'=<Ljn>,i=1,...,n,., qf=<Lj,qi> (6.7)

Les égalités (6.2) sont donc approchées par le probléme suivant :

oIl . ollg;
<—n,go>=<f,g0>, i=1,...,n,, < ql,(p>=<fi,g0> (6.8)
ot ot
soit
o dn/ , > dg!
— < Lj,o>=<f,o>, 1=1,...,n,, < Lj,0>=< fi,p>
— dt — dt
(6.9)

Le choix des fonctions de base conduit & différentes méthodes.

6.1.2.1 Méthode des éléments finis

Lorsque les fonctions de base sont des fonctions de support finis, alors on
parle plus particulierement de méthode des éléments finis. On distingue par
exemple :

— les fonctions

114

chapeauz” sur l’ensemble de points (xy) ([45]) :

% ;T € [T, Ty
Lk(m) = $k+k1i$ s h,k = Tg+1 — Tk (610)
~h 0 Y€ [Tk, Tht1]

valant 1 en xg, et nulle en dehors de I'intervalle [z} 1, Zg11] :
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Tp_1 Tk Tht1

F1G. 6.2: Fonction chapeau

— les splines cubiques sur l’ensemble de points (xx)T* (/80, 93]) :
Les densités sont approchées sur chaque intervalle [z, 2. 1[ par des
polynomes de degré 3 que ’on écrit généralement sous la forme :

n(z,t) = AnF(t) + Bn* T (t) + C(n")*(t) + D(n")*1(t) (6.11)

avec

T — Tg h: h?

B = ,A=1-B,C=-FA*-A), D=-%(B*-B) (6.12)
Ry, 6 6

et o1 (n")* est la dérivée seconde de z — n(z,t) en . Les points n* se
déduisent immédiatement de la densité en xy, les dérivées secondes sont
calculées a partir de la continuité de la dérivée premiere de x — n(z,t)
en chaque point zy, et en supposant n”(z;) = 0 et n"(z,,) = 0.

6.1.2.2 Meéthode spectrale

Lorsque les fonctions de bases sont des polynémes de support [zg, 00|, on
parle plus particulierement de méthode spectrale, parmi ceux-ci on distingue
notamment

— les polynémes interpolateurs de Lagrange ([92]) :

Ceux-ci sont définis a partir d’une discrétisation x1,...,z,

Hj;élc(x — ;)

Hj;ék(mk - z;)

s -

1<k<ng, Lg(r)= (6.13)

Dans ce cas les coefficients (n*) et (¢F) sont respectivement égaux a la
valeur des densités numérique et massiques au point z*.

La projection (ou fonction interpolatrice) obtenue pour chaque densité
(6.6) n’est valable qu’a “I'intérieur” de ’ensemble des points xy, de sorte
que le spectre de taille d’aérosols est restreint & [z1, z,,].

Le choix des points de discrétisation est libre, de sorte que ’on peut
choisir les points qui minimisent I’erreur d’interpolation. Ceux-ci sont
souvent les points de Chebyshev, c’est-a-dire les racines du polynome
de Chebyshev d’ordre n,.
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— les polynémes orthogonauz de Laguerre sur [0, 00[ :

(n+1)Lyy1(z) = 2n+1—2)Lp(x)—nLy_1(x), Lo=1, Li(z)=1—x

(6.14)
vérifiant o
/ e Ly(a) Ly (z) dx = 5 (6.15)
0
Pour se ramener a l'intervalle [z, 00|, il suffit de définir les polynémes
Py par
x>1x9, Pi(r)= Lig(x— x0) (6.16)

vérifiant < P, P; >= d;; avec la fonction poids w(z) = e~ (#~%0),
En pratique il est préférable de réécrire la formulation faible (6.5) en
utilisant la projection IIn :

Mn(z,t) = e (@20 i n? (t)L;(z) (6.17)

Cette formulation a ’avantage de ne pas tronquer le spectre d’aérosols,
de plus elle prend en compte la forme exponentiellement décroissante
de la queue de distribution.

Néanmoins elle se révele sensible 3 la variation du logarithme z,, ! de la
masse seche moyenne de la distribution d’aérosols. A mesure que celui-
ci évolue ’expression (6.17) est de moins en moins apte a représenter
la distribution d’aérosols, faisant apparaitre des instabilités numériques
que ’on ne peut controler.

— les polynémes orthogonauz de Legendre sur [—1,1] :

(n+1)Lpia(z) = 2n+ 1)aLly(x) —nly_1(z), Lo=1, Li(z)==x
(6.18)
et vérifient
! 2
Li(z)L:(z)dzx = 6;; ——— 6.19
[ L@ o =557 (6.19)
L’intervalle fini de définition des polynomes de Legendre impose de
restreindre d’emblée le spectre de taille d’aérosols a [zg, X ]
Pour ramener les polynomes de Legendre a ce méme intervalle, on dé-
finit de méme des polynomes P; par :

20— x0 — Ty
Ty — Zo

Ldéfini par x,, = In(My/My) ol My, est le moment d’ordre k de la distribution.
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- 25, . . _
vérifiant < P, P; >= 54 avec la fonction poids w(z) = %0,
La projection obtenu ne présente pas les instabilités rencontrées avec

les polynomes de Laguerre.

6.1.3 Fonctions tests

En pratique les équations (6.9) ne sont vérifiées que pour un nombre fini
de fonctions tests :
— si elles sont identiques aux fonctions de base, alors on parle de méthode
de Galerkin,
— si elles sont différentes, alors on parle plus généralement de méthode de
Pétrov-Galerkin,
— si les fonctions tests sont les fonctions de Dirac en un ensemble de points

(Jfk) .
er(z) = 6(z — k) (6.21)

on parle alors de méthode de collocation. De plus lorsque les points sont
choisis comme les zéros d’une certaine classe de polyndémes orthogo-
naux, on parle de collocation orthogonale ([116]).

D’une maniere générale on utilise la méthode de Galerkin pour les poly-
nomes orthogonaux. L’avantage est d’aboutir a4 une formulation faible (6.5)
dans laquelle le terme de flux (dérivée par rapport x) peut étre remplacé
par une intégrale, plus facile & calculer, et surtout plus stable (cf. chapitre 8
pour les problémes numériques spécifiquement liés a ce terme). Par contre la
coagulation exige le calcul d’intégrale double. Dans ce cas les coefficients de
la projection n* et ¢ (6.6) n’ont pas d’interprétation particuliere.

Avec les polynomes de Lagrange on utilise la méthode de collocation. On
parle alors de collocation spectrale. 1.’avantage immédiat est que les coeffi-
cients de la projection n* et ¢F représentent respectivement les densités n et
¢; au point x;. Cette méthode est mise en oeuvre dans la partie suivante.

En résumé, la méthode se décompose de la maniere suivante :
1. choix des fonctions de base (L;),

2. choix des fonctions tests (¢),

3. construction du systeme d’EDO,

4. choix de la méthode de résolution en temps.
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6.2 Collocation spectrale/Rosenbrock

6.2.1 Principe

On se donne n, points de collocations (zy), tels que x; = z¢ et z,, =
xp- En choisissant les polynomes de Lagrange pour fonctions de base, les
équations (6.9) deviennent

— pour la densité numérique

- Z Z An]zn]lnh —n* i B;'cnj - is: le-cnj (6.22)
Jj=1 j=1

J1=1j2=1

— pour la densité massique en composant X; :

dqz nzs Z[Ahh + A;CZ]I 0t — k Z Bkn] Z Ck

j1=172=1

(6.23)
dans lesquelles on définit pour la coagulation les coefficients :

Jl]2 / Ky’ .71 )LJ2( dy , Bk / Kﬂfk, ( )dy (6.24)

puis pour la condensation/évaporation :

d(HoL,) 8 H,
Cy = Tj(ﬂv t) = Okj—— 5 (z, ) + Ho(zx, ) Lj(x) (6.25)
et .
D} = I, 1 (6.26)
Les conditions aux limites deviennent :
Ho(l'l,t)nl(t) = Jo(t) y Ho(ﬂ?l,t)qil(t) = mi(l'o,t)Jo(t) (627)
Les équations (6.22) et (6.23) peuvent étre mises sous forme vectorielle
nt nTAln
dn .
n=| : g —diag(Bn)n — Cn (6.28)
nms nT A%n
A(n)n
et
qt
(2 d ;
a=1: |, dqt = A(n)q;+A(qi)n—diag(Bn)gi — Cqi+diag(D')n (6.29)
g

ou diag(x) est une matrice diagonale formée a partir du vecteur z.
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6.2.2 Résolution en temps

Les équations (6.22) et (6.23) forment un systéme d’équations différen-
tielles couplées (on a gardé par abus de notation f et f;) :

dn . dg;
P fa(n,t), i=1,...,n, i fi(n,q;, t) (6.30)
que 'on met sous la forme générale
dy _ T _
E _F(yat) y Y = (na q1a"'aqne) (631)

ou le vecteur y est de taille n, = n, x n,.

Il s’agit a présent de choisir un algorithme d’intégration temporelle. On
choisit pour cela un algorithme implicite (du fait de la dispersion importante
des échelles de temps) et on se propose de résoudre le systéme (6.31) par le
schéma de Rosenbrock ([117]) du second ordre :

1
I —yAtJ(F)Ki=F@Wht), y=14+ "=
[[ —yAtI(F)K = F(y',1) , v 7
[ —yAtJ(F)Ky = F(g"™ 14+ 1) = 2K, , g™ =y +7K,  (6.32)
At
avec At le pas de temps (supposé constant) choisi pour la discrétisation

temporelle, J(F') est le jacobien du systeme :

— ﬂ 0 -]
8p on
o0
JFR)=|: 0 - (6.33)
0, .ne : . . 9 Te
[T 0 0 g
avec a
a_::, = AT(n) + A(n) — 2diag(Bn) — C (6.34)
et
afz _ T . . 7
5= A"(a:) + Alq:) — diag(Bg;) + diag(D') (6.35)
OFi _ AT(n) + A(n) — diag(Bn) — C (6.36)

dg;
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La forme particuliere du jacobien (6.33) permet de décomposer les équations
(6.32) en résolvant tout d’abord pour la densité numérique :

G,
[1 _ ﬁt%} KT = f(nt, 1)
[[ —~ vAtg—ﬂ Ky = f(a"™',t+1) — 2K} (6.37)

At
n'tt = n' + 7(31{{‘ + K

puis successivement pour chaque densité massique g; :

8fi i _ t ot (9f n
[I — ’yAta—qi] K! = fi(n',q;,t) + vAta—nKl
1 kg = g g okt a9
0g; on
At ) .
¢ = ¢+ (K] + K3)

2

On montre que le schéma de Rosenbrock conserve la masse d’aérosols :

Ne
k_ ok k
k=1,...,n,, E g =mn (6.39)
i=1
aux erreurs numériques pres, de sorte que la derniére espece X, peut étre
calculée par conservation de la masse, une fois les densités n, q1,...,¢n.—1
connues.

6.2.3 Plan de P’algorithme

Les coefficients A et B de coagulation varient implicitement avec le temps,
par 'intermédiaire du noyau de coagulation, qui dépend explicitement de
parametres météorologiques ( température, RH ).

Néanmoins la variation de ces parametres est assez lente en pratique, au
regard de 1’échelle des modeles 3D, pour ne pas recalculer ces coefficients a
chaque pas de temps. Dans notre cas simplifié, on les considere constants et
on les précalcule a ’aide d’une quadrature numérique de Gauss-Legendre.

Il n’en vas pas de méme des coefficients C et D?, dépendant de la Ther-
modynamique des aérosols, que I'on doit estimer a chaque pas de temps.

On en déduit ’algorithme de résolution sur le pas de temps At :

1. Calcul des fonctionnelles f et f; et du jacobien J(F') a l'instant ¢, en
notant que g—qf’f ne dépend pas de 1.
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2. Résolution de la premiere équation de (6.37) : on obtient K7
3. Pourt=1,...,n,—1:
(a) Résolution de la premiére équation de (6.38) : on obtient K.
Calcul de g,, par conservation de la masse.
Calcul des fonctionnelles f et f; a 'instant ¢ + 1.

Résolution de la seconde équation de (6.37) sachant K7 : d’ou K.

NS ok

Pouri=1,...,n.—1:

(a) Résolution de la seconde équation de (6.38) sachant K? : d’ot K3.
8. Calcul de ¢,, par conservation de la masse.
9. Calcul des densités a t + 1 avec K; et Ks.

Au total il est donc nécessaire d’effectuer deux décompositions LU de
taille ng; X ng (deux seulement car g—f ne dépend pas de i), et d’effectuer
2 X n, résolutions LU.

6.2.4 Tests numériques

Les équations (6.1) admettent une solution analytique dans le cas de la
coagulation constante et de la condensation linéaire (cf. partie 3.4).

On teste dans cette partie la convergence de cette méthode par com-
paraison avec cette solution analytique. Plus précisément on évalue I’erreur
quadratique relative (RMS) donnée par

1 Tng th _ pnum\ 2 e th _ num\ 2
RMS = — - / [<7n S ) + Z<7qgh % ) } dx
Tp, — X1 - N + ayol q;" + Qo

- (6.40)

avec ayo = 1073,

Les coefficients de coagulation A;?l j» €t B;-“ sont approchés par une quadra-
ture de Gauss-Legendre a trente points. Les quadratures de Gauss-Legendre
a n, points de quadrature sont exactes pour des polynomes de degré inférieur
ou égale 2n,—1. Donc en prenant n, > n, on assure une bonne approximation
(sinon exacte) des coefficients de coagulation.

La figure 6.3 représente la RMS en fonction du temps CPU pour diffé-
rents nombre de points de collocation. Elle illustre une propriété générale des
méthodes spectrales, selon laquelle la RMS décroit exponentiellement avec le
nombre de points de collocation (NS) et le nombre de pas de temps (NPT)
choisis.
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coagulation constante et condensation lineaire, trois especes

100 . , ;
- NS=18
— -~ NS=20
——- NS=22
—-— NS=26
0k —— NS=30 ]
[%2]
=
[
1L ]

temps cpu (sec) = f(NPT)

Fic. 6.3: RMS versus temps CPU
pour différents valeurs de NS

coagulation constante et condensation lineaire, une espéce

RMS

. .
0 10 20 30
nombre de points de quadrature

FiG. 6.4: RMS fonction du nombre
de points de quadrature
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La figure 6.4 teste la dépendance de la RMS suivant le nombre de points
de quadrature utilisés pour approcher les coefficients de coagulation, dans le
cas d’une seule espece avec NS = 20 et NPT = 150.

On constate que la RMS décroit tres vite, passe par un minimum puis
reste stable a partir d’un certain nombre de points. En dessous de ce seuil,
la mauvaise approximation des coefficients de coagulation se répercute for-
tement sur le RMS, et au dela on peut envisager que la quadrature utilisée
introduit des erreurs d’arrondis (diies au grand nombre de points) qui limitent
la RMS.

6.3 Equation de Volterra/collocation

On expose ici une stratégie de discrétisation différente, mettant ’accent
sur la discrétisation en taille du spectre d’aérosols. On commence par dis-
crétiser en temps, la coagulation étant semi-implicitée et la condensation
explicitée. Ce qui conduit une équation intégro-différentielle, ou équation de
Volterra ([118]), sur le spectre d’aérosols, que ’on résoud par une méthode
de collocation avec des splines cubiques.

6.3.1 Discrétisation en temps

On note At le pas de temps. Les équations logarithmiques de la GDE
(4.18) et (4.19) sont discrétisées selon :

W(o) - (o) = At /Ky, Al W (z) + ') dy

(6.41)
ntti( / K(z,y)n )dy—a(g;n)}
et
¢ (a) - At[ / Ky, 2la (0)n'(2) + g () ()] dy

t+1/ K(x,y)n(y) dy — a(g[;%) +Ii(x,t)nt(x)}
(6.42)

ol z, y et z sont liés par e* = e¥ + e*, et T = In(e” — ™).
On note z — p'(z) la fonction

ph(z) = 1+ At / " K (o, y)n'(y) dy (6.43)

Zo
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On réarrange les équations (6.41) et (6.42) selon :

8(H07Lt

p'(z)n'(z) =nt(z) — At ) + At /m K(y, 2)n™ (y)n'(z) dy (6.44)

Xz

et pour chaque densité massique en especes X :

a(HOQD
T

P @)d ' (2) = gt(a) + At [— T I, t)n%x)}
(6.45)

+At/ K(y, 2)qgt (z)n" (y) dy+At/ K(y,2)q  (y)n(2) dy

Les densités au temps (¢ + 1) vérifient donc I’équation de Volterra ([118]) :

@) = g+ ke, y) () dy (6.46)

0

d’inconnue f. Les fonctions k et g se déduisent par analogie entre (6.44),
(6.45) et (6.46) :
— pour la densité numérique :

Vo >zy, y€[n, 2], k(z,y) = ptZ:v) %K(y,z)nt(z) (6.47)
et
- ¢ 1 ’ 2)nt(z)nt - M
o(o) = s [ 0)+ 8¢5 [ Kl 2 Gt ) dy = 22T )
(6.48)
— pour la densité massique q; :
Ve >xzo, y € [xo, 7], ki(z,y) = 2k(z,y) (6.49)
et
1 t g te Nt
o) = s okt + e[ KOl ay
P @0 o (Hog (6.50)
+ Li(z, t)n'(z) — o k )]

Les conditions aux limites des équations de la GDE se traduisent enfin par :

Jo(?) _ mi(@0,1) Jo(t)

9(»’50) = TN gz’(flfo) = Ho(iﬂo t)

it (6.51)
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6.3.2 Propriétés de I’équation intégrale

La discrétisation de la GDE sous la forme de 1'équation intégrale (6.46)
permet de bénéficier des propriétés suivantes.

6.3.2.1 Positivité

On démontre dans cette partie que si les fonctions g et k de I’équation
(6.46) sont strictement positives et continues sur I'intervalle [z, z,/] alors la
solution f est strictement positive sur ce méme intervalle.

En x4 I’équation intégrale se simplifie en

f(z0) = g(wo) >0 (6.52)

La fonction f est donc strictement positive en xy.

On suppose que la fonction f s’annule en certains points de l'intervalle
[0, zas]- On note z, le minimum de ces points.

En z, I'équation (6.46) s’écrit :

s
0=g(a)+ [ k)W) dy (6.53)
)
Les fonctions k et g sont, par hypothese, continues et strictement positives
sur [xg, [, I'intégrale de (6.53) ne peut donc qu’étre strictement positive, de
plus g est strictement positive, le terme de droite de I’égalité (6.53) est donc
strictement positif, ce qui est en contradiction avec son membre de gauche.

On conclut donc & l'inexistence de x, et partant a la positivité de la
solution f de I'équation (6.46).

Les hypotheses sont elles valides dans notre cas?

La fonction &, de par sa définition, est strictement positive. Les fonctions g
et g; sont également continues mais pas nécessairement strictement positives.
Néanmoins il est toujours possible d’imposer un pas de temps At tel qu’elles
restent strictement positives.

La positivité est donc conditionnellement garantie par des petits
pas de temps.

6.3.2.2 Conservation de la masse

On montre dans cette partie que I’équation intégrale (6.46) conserve la
masse d’aérosols.
On note z — Ag(z,t), défini par :

Vo >z, Ag(z,t) =m(x)n(z,t) — iqi(x,t) (6.54)
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On suppose que la conservation de la masse est vérifiée au temps ¢, soit
Aqt = 0; Agtt! vérifie alors :

T

A¢ () = / ke, y)Aq* (y) dy (6.55)

0

car on vérifie .
>, m@)g() =Y 6() (6.56)
i=1

On montre que 1’équation (6.55) admet une unique solution ([118]). Or
une solution évidente (6.55) est la solution nulle, on en déduit que 1’équation
(6.46) conserve la masse.

6.3.3 Résolution en espace

Le probleme est a présent de résoudre les équations intégrales obtenues.
La fonction f est approchée sur chaque intervalle [z, zx 1] par des polyndmes
de degré 3 :

f(x)=Afy + Bfen + Cfy + Dfy (6.57)
avec
— 2 2
B=xhxk , A=1-B, C:%(A3—A) , D:%(B?’_B) (6.58)
k

ou fi et fy sont respectivement les valeurs de f et de sa dérivée seconde
en ;. Le nombre d’inconnues est donc 2 x ng, il faut donc exhiber autant
d’équations.

Tout d’abord, selon la théorie des splines cubiques, les dérivées secondes
aux bornes du spectre d’aérosols [xg, x| sont fixées arbitrairement a 0 :

=0, fr,=0 (6.59)

Les splines sont dits alors naturels. Les dérivées secondes restantes sont cal-
culées a partir de I’hypothese de continuité de la dérivée premiere en chaque
point xp , k=2,...,n, —1:

Y Ty S V| 11 1
6 k-1 T 3 kT L hk_lfk—l e + I fr+ hkflc—l—l

(6.60)

qui se résume en

Pf=Qf", ff=(fi,--ifu), (T = fi0) (6.61)
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ou P et @ sont des matrices tridiagonales, de dimension respectives (n; —
2) x n, et (ny, — 2)%. Les n, équations restantes sont fournies par ’équation
de Volterra (6.46) en chaque point de la discrétisation :

— en 1 on obtient directement f; :

fi=g(@)=a (6.62)

— puispour k=2,...,n

—— / " k(ony) ) dy

Z1

k=2 i Ty,

e+ Y [ Mooy [ kown) ) dy
j=1"7%j Tp—1
k—1

=g + Z (A’“f] + B fiv+Crfl + D’“le)

k— k—
—gk+A fi + ZA’MFBMfJ+B’“1f,c ZC’“+D’“ ) £
=2 h/_/ :2 h/_/
Rkl Ry; Rkk Skj-1
(6.63)
que l'on réécrit sous forme vectorielle en
Rf=Sf"+g, 9" =(01,---,9n,) (6.64)

ou R et S sont des matrices triangulaires inférieures, de dimension
respectives (n,)? et n, x (n, — 2), formées respectivement & partir des
coefficients A%, BF et C¥, D¥. Ces coefficients, au nombre de 2(n, —
1)ns —4, doivent étre recalculés & chaque pas de temps. On détaille leur
calcul en annexe C.

On résoud alors le systéme constitué de (6.61) et (6.64) :

Rf=Sf"+g, Pf=Qf" (6.65)

On note que les matrices P et () ne dépendent que de la discrétisation du
spectre d’aérosols, elles peuvent donc étre pré-calculées. On note 7' la matrice
@ ' P de dimension (ns; — 2) x n,. Le vecteur f est alors solution de :

(R—ST)f=g (6.66)

ou la matrice (R — ST') est a priori pleine, mais se trouve étre la méme pour
chaque densité ( & un coefficient multiplicatif pres, voir annexe C ).
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6.3.4 Plan de P’algorithme

Les résultats précédents permettent de mettre sur pied ’algorithme sui-
vant pour la résolution des équations de la GDE (4.18) et (4.19) sur un pas
de temps At :

1. Calcul des coefficients Af, B}“, C'J’-c et D;-“.
2. Calcul de la matrice (R — ST) et décomposition LU.
3. Calcul de p* en chaque point de discrétisation.
4. Résolution de la densité numérique :
(a) Calcul de g aux n, points de collocation.
(b) Résolution du systéme (6.66) pour la densité numérique.
5. Résolution de la densité massique en X; , 1 =1,...,n,—1:
(a) Calcul de g; aux ny points de collocation,
(b) Résolution du systéme (6.66) pour la densité massique de X,
6. Calcul de la densité massique en X, par conservation de la masse.

Le cotit de cet algorithme est donc le calcul de 2(n; — 1)n; —4 coefficients,
la décomposition LU d’une matrice et n, résolutions LU.

Remarques

Le calcul des fonctions g et g; est détaillé en annexe C.

Cet algorithme peut étre limité au splines d’ordre 1, ce qui revient a
annuler les dérivées secondes dans les formules précédentes. Dans ce cas, le
systéme (6.65) se réduit a

Rf =g (6.67)

qui se résoud d’autant plus facilement que R est triangulaire inférieure, fai-
sant ainsi ’économie d’une décomposition LU.

Néanmoins les densités ne sont alors plus C! continues (dérivée premiere
discontinue aux points de collocation), ce qui rend difficile I'évaluation de la
dérivée partielle des fonctions g et g;. Pour cette raison nous avons conservé
les splines cubiques.

6.3.5 Tests numériques

La convergence de la méthode de collocation avec splines cubiques est de
méme caractérisée sur la solution multi-composée précédente.

Les coefficients A%, Bf, C et D¥ sont approchés par une quadrature de
Gauss-Legendre a quatre points.
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La figure 6.5 représente la RMS en fonction du temps CPU pour diffé-
rents nombre de points de collocation. En comparant cette figure a la figure
6.3 relative a la méthode spectrale, on note que la collocation sur splines
cubiques, semble étre la plus efficace. Par exemple pour une RMS de 0.2 le
temps de calcul de la méthode spectrale est, d’apres la figure 6.3, de ’ordre
de 1 seconde, contre moins de 0.1 seconde pour les splines cubiques.

coagulation constante et condensation lineaire, trois espéces

RMS
<)

. . .
0 0 1
temps cpu (sec) = f(NPT)

F1aG. 6.5: RMS versus temps CPU pour
différents valeurs de NS

La RMS est également susceptible de dépendre de la quadrature choisie
pour approcher les coefficients. La figure 6.6 représente la RMS en fonction
du temps CPU pour différents nombre de points de quadrature.

Comme pour la méthode précédente on observe que I'augmentation du
nombre de points de quadrature n’améliore plus ’erreur & partir d’un certain
seuil. Le bon nombre de points de quadrature correspond donc au minimum
observé.

6.4 Splitting des processus

Le découplage des processus physiques des aérosols, ou splitting des pro-
cessus, est souvent employé afin d’utiliser la méthode numérique qui convient
le mieux a chaque processus, mais elle introduit une erreur de splitting.

L’objet de cette section est d’étudier I'erreur de splitting pour la GDE
sur la base des algorithmes développés pour une résolution couplée.
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coagulation constante et condensation lineaire, une espéce
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F1c. 6.6: RMS versus temps CPU

6.4.1 Principe

Le splitting consiste a résoudre chaque processus séparément sur un pas
de temps At. Par exemple la coagulation/condensation de la distribution
numérique d’aérosols peut étre découplée de la facon suivante :

0 0 0
Salap (—"> + (—") (6.68)
ot ot coag ot cond
ol les processus de coagulation et condensation peuvent étre représentés par
des opérateurs :
0 0
(—”) = An, (—”) = Bn (6.69)
ot coag ot cond

dont la forme dépend de la discrétisation du spectre d’aérosols choisie pour
le processus. On suppose dans la suite que ces opérateurs sont constants sur
chaque pas de temps.

Il existe différents schémas de splitting suivant 1’ordre de résolution
([119]), un des plus simples consiste a résoudre sur un pas de temps l'un
des processus ( 7! ) puis autre en se servant de n‘*! comme condition
initiale. Par exemple :

,,':Lt—|—1 — eAAtnt ’ nt—}—l — eBAt,":Lt—Fl (670)

soit
nt—|—1 — eBAteAAtnt (671)



172 Chapitre 6. Résolution couplée de la GDE

En comparaison la résolution couplée de (6.68) donnerait :
nttl = A+BIALpt (6.72)

L’erreur de splitting proprement dite est la différence entre solutions couplée
et splittée, proportionnelle a :

|6(A—|—B)At _ eBAteAAt| (673)

Cette erreur est nulle lorsque les opérateur commutent, i.e. AB = BA, car
alors eA18 = edef = ePed, ce qui est faux en général.

On congoit que l'erreur de splitting est d’autant plus grande que les pro-
cessus physiques des aérosols sont effectivement couplés, c’est-a-dire qu’ils
agissent sur les mémes parties du spectre de taille d’aérosols avec des temps

caractéristiques similaires ([120]).

6.4.2 Tests

On effectue des tests numériques sur la base de la solution analytique
de coagulation et condensation linéaires, pour laquelle il existe un véritable
couplage entres ces deux processus (cf. partie 3.4).

Ce cas est résolu de maniere couplée et splittée a I'aide de la méthode
de collocation spectrale 6.2 avec n, = 30 points de discrétisation. L’erreur
quadratique relative entre deux solutions n; et ns est définie par

s = \/ [ (st nml>>2dm (674)

La figure 6.7 illustre 1’évolution de la densité numérique d’aérosols apres
un temps de simulation de 1500 secondes. Les temps caractéristiques de
chaque processus ont été choisis égaux a 3000 secondes. La masse moyenne
d’aérosols de la distribution initiale correspond a un aérosol de diametre
0.01pum.

La figure 6.8 illustre I’erreur relative par rapport a la solution exacte de
la solution couplée et des solutions splittées pour différents pas de temps de
splitting. Le pas de temps interne a chaque processus reste fixé a 1 seconde.

Plus le pas de splitting est fin, plus 'erreur de la solution splittée dimi-
nue, celle-ci peut méme se trouver inférieure a celle de la solution couplée.
On observe que l'ordre de résolution splittée coag/cond donne de meilleurs
résultats, méme meilleur que la solution couplée en dessous de 100 secondes,
que ’'ordre inverse.
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coag/cond linéaires, TOUT=1500.0s, TCG=TCD=3000.0s
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La figure 6.9 montre le comportement de ’erreur par rapport a la solu-
tion exacte lorsque I’on fait varier le rapport entre les temps caractéristiques
de coagulation et condensation. Plus ce rapport s’écarte de I'unité plus les
erreurs sont grandes, ce qui correspond a un découplage des dynamiques.

100

splitting
"""""" couple

rms

0 L I | L I | L Lol L T
0 0 1 10 100

rapport temps caracteristiques coag/cond

F1G. 6.9: RMS splitting(coag-cond)-vs-exact suivant
le rapport entre temps caractéristiques

L’erreur dans le cas du splitting est preque toujours supérieure a celle
du cas couplé, ce qui correspond a l'erreur supplémentaire die au splitting.
Néanmoins on constate que les erreurs dans les deux cas se comportent de la
méme fagon, ce qui laisse penser que la résolution couplée n’apporte pas de
gain significatif par rapport a une approche découplée, tout particulierement
lorsque les temps caractéristiques des processus sont d’ordre différents.

La figure 6.10 montre I’erreur relative entre solutions couplées et splittées
pour différents pas de temps de splitting. Le pas de temps de splitting est
fixé a 100 secondes. Nous nous sommes placé dans un cas ou la condensation
est le phénomene le plus lent (méme si cela ne correspond pas a la Physique).
Cette figure met en évidence qu’il est préférable de résoudre en premier le
processus le plus lent, ici la condensation, afin de minimiser I'erreur (6.73)
propre au splitting ([120]).
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6.5 Conclusion

Les méthodes variationnelles permettent de résoudre de maniere couplée
la GDE. Nous avons présenté une méthode de collocation spectrale (6.2)
associée a l'utilisation d’algorithme implicite en temps.

Néanmoins la comparaison avec la méthode de collocation spectrale (6.3)
met en évidence le cout calcul du jacobien. Par ailleurs la forme (6.33) de
celui-ci ne tient pas compte de la dépendance des transferts de masse I¥ en
fonction de la composition de 'aérosol (gf, . .., ¢k ). Si cette dépendance n’est
pas négligeable (cf. chapitre 8), les parties 0f;/0¢; , j # @ du jacobien ne
sont, pas nulles.

Une seconde limitation des approches couplées par la méthode de collo-
cation spectrale (6.2) est par ailleurs 'instabilité numérique de la condensa-
tion/évaporation, déja notée dans [92], qui apparait tout particulierement en
échelle logarithmique.

Ces instabilités sont liées a la sensibilité aux coefficients de condensa-
tion/évaporation (6.25), qui viennent du terme d’advection. La condensation
linéaire est le seul cas pour lequel ces instabilités n’apparaissent pas. Afin de
pallier & cet inconvénient il est possible d’évaluer le terme d’advection (6.25)
a I'aide d’un limiteur de flux (8.2.2), ce qui en pratique stabilise la conden-
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sation, mais introduit une contrainte de type CFL sur le pas de temps. En
outre, les limiteurs de flux n’étant pas différentiables facilement, il n’est plus
possible d’utiliser un schéma implicite (cf. chapitre 8 pour plus de précision).

Enfin, les tests de splitting montrent que la résolution de maniere couplée
n’apporte pas de gain significatif par rapport a une résolution splittée, le tout
étant de bien choisir le pas de temps de splitting. De maniere cohérente avec
ces résultats, les chapitres suivants sont consacrés aux méthodes numeériques
spécifiques a chaque processus.



Chapitre 7

Approche sectionnelle pour la
coagulation

Résumé

Ce chapitre est consacré a l’étude des méthodes sectionnelles pour la
coagulation. Il est organisé de la facon suivante : dans la premiére partie je
rappelle le principe général de cette méthode ainsi que les différents cas
rencontrés dans la littérature, dans la seconde partie on méne quelques tests
pour la coagulation brownienne.
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7.1 Introduction

Les approches sectionnelles ont tout d’abord été appliquées a 1’équation
de la densité numérique d’aérosol (4.18), en se restreignant au seul proces-
sus de coagulation ([81]), puis & ’ensemble des processus ([83]), et enfin au
cas des aérosols multi-composés ([84]). Mais le traitement de la condensa-
tion/évaporation par cette méthode entraine de la diffusion numérique. Le
choix d’une méthode lagrangienne, plus adaptée pour ce dernier processus,
se pose alors, mais se révele incompatible avec le traitement eulérien de la
coagulation.

On se limite donc dans cette partie au processus de coagulation, la conden-
sation/évaporation étant traitée au chapitre suivant.

Le principe général des méthodes sectionnelles consiste a diviser le spectre
de taille des aérosols en plusieurs sections ou boites, puis d’établir les équa-
tions correspondant aux quantités intégrées sur chaque boite. Les différentes
fagons de procéder afin d’obtenir un systéme d’équations fermé (i.e. sur les
seules quantités intégrées) donnent lieu a différentes méthodes ([85, 110, 79]).

La simplicité des équations obtenues a contribué au développement de ces
méthodes dans le cadre de la pollution atmosphérique, ou la stabilité et le
coiit calcul des modeles est toujours un critere déterminant.

7.2 Principe général

Dans cette partie, largement formelle, 'objectif est d’exposer le principe
général des méthodes sectionnelles et de montrer comment s’y rattachent les
différentes modeles rencontrés dans la littérature.

7.2.1 Discrétisation

Le spectre d’aérosols est divisé en n, boites [z, z{]. La continuité des
boites impose z;_, = ;. La plus petite taille correspond a celle de nucléa-
tion, ] = xy, la plus grande taille correspond a celle pour laquelle la densité

d’aérosols s’annule z;} = z .

x Zo Ty, Tm
| e | | -
I I I I
+ + +
To Zy Tnp—1 Ly

Fi1a. 7.1: Discrétisation de boites.
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On définit sur chaque boite k les quantités intégrées :

+ +

NE() & / Y oty dz, QE) 2 / " (1) da (7.1)

k T,

qui sont respectivement la concentration numérique d’aérosols et la concen-
tration massique en espece X; pour les aérosols de taille comprise entre x;
et .

Pour obtenir I’équation de N*, on intégre (4.18) sur [z} ,z;] :

dé\;k (t) = /j (E(m > 1In2 4 ) /w K(y, z)n(y, t)n(z, t) dy> da

" " (7.2)

_ /:k <n(:1:,t) /;M K(z,y)n(y,1) dy) dx

k

qui peut étre réécrite en

k k

de ;ZZ / / K(y, 2)n(y, tin(z, )E(AL,) dy dz

E

Jj1=1j2=1 (7'3)

- ;/w;k /ﬁj K(z,y)n(z,t)n(y, t) dz dy

A’;z =% < e+ < e (7.4)

avec

et A— E(A) une fonction valant 1 si ’assertion A est satisfaite, 0 sinon.
Le facteur 3 qui apparait une fraction au passage de (7.2) & (7.3) vient
du changement de variable (z,y) — (v, z) entre ces équations.
De méme I’équation de Q¥ s’obtient 3 partir de (4.19) :

9% ) ZZ/ / Ky, 2)as(y, On(e, OB(AL,) dy dz

Jji=1j2=1 (7'5)

N Z:/x_k /ml_j K(z,y)q(z, t)n(y,t) de dy

Jusqu’a présent les équations obtenues (7.3) et (7.5) sont exactes, mais
ne sont pas fermées. Il reste a exprimer les densités continues a partir des
quantités intégrées, c’est-a-dire a exhiber un schéma de fermeture.
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7.2.2 Schéma de fermeture

Le schéma de fermeture consiste le plus souvent a écrire la densité numé-
rique sur chaque boite de la facon suivante :

T € |z, zi], n(z,t) = Nk(t)fk(x) (7.6)

ou z — fi(z) est une fonction indépendante du temps vérifiant :

[y =1 &

ce qui en fait une densité de probabilité, c’est-a-dire que fi(y) dy représente
la probabilité que les aérosols de la boite k aient pour taille ( logarithme de
la masse ) y & dy pres.

De méme pour les densités massiques on définit des fonctions z — gi(x)
telles que

v € o, 7], ail,t) = Qi (t)gk() , a(@,t) = Q" (t)gx(w) (7.8)

vérifiant .

T
/ C g(y)dy=1 (7.9)
Ty

Néanmoins les fonctions f; et gr ne peuvent étre choisies de maniére indé-
pendante. En effet les relations

q(z,t) = mn(z,t), Zmi(x,t) =m, m=¢€" (7.10)
i=1

impliquent d’une part

+ ot

Qk(t) = / g(z, 1) dz = N*(2) / ¢ fo(z) dz (7.11)

k Ty
N s
~

mk
ou mF est la masse moyenne des aérosols de la boite k induite par la densité
fr, et d’autre part :

o (z) = g—:ew folz) = % folz) (7.12)

On peut définir la masse en moyenne en espece X; des aérosols de la boite
k:

+

m(t) = / K mi(x, 1) fr(y) dy (7.13)
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qui dépend du temps, contrairement & m*, et vérifie d’apres 7.10 :
Nc
> omi(t) =m*, Q) =mi ()N (1) (7.14)
i=1

Cette approche est la plus rigoureuse. Néanmoins, puisque I’on ne s’intéresse
qu’aux quantités intégrées, il apparait plus intéressant de ne pas respecter la
relation (7.12). Dans ce cas la masse moyenne m* dépend a priori du temps et
apporte une information supplémentaire sur les aérosols de la boite k. Dans
la suite nous prenons donc simplement g = f.

Les équations (7.3) et (7.5) deviennent respectivement :

de 1
D=L XENENE N XN ()
J1=1j2=1 j=1
et
ko 1
) =30 30 KELQH N - QY (7.16)
J1=1j2=1 j=1

oll les coefficients de coagulation X ]’“1 j, €t Xj; sont définis par :

xk, 2 / - / 7 K (9. 2) £ () Fia(2)E(Ay) dy d
n ot (7.17)

X2 [ 7 K fa) o) dody

Ils dépendent implicitement du temps par le noyau de coagulation, et vérifient
les propriétés :

Xjkljz = Xjkzjl J Z jije — Xjijs (7.18)

Les équations (7.15) et (7.16) forment donc le systéme recherché dans
lequel n’apparaissent que les quantités intégrées. Les méthodes sectionnelles
different suivant la facon de calculer les coefficients de coagulation.

7.2.3 Calcul des coefficients de coagulation

Tout d’abord, notons que du fait de leur propriétés (7.18), seuls les coef-
ficients X¥, , ji < jp ont besoin d’étre calculés, soit en tout w

coefficients.
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Les coefficients de coagulation (7.17) peuvent étre calculés au moyen d’une
quadrature appropriée. Néanmoins la dépendance implicite en temps des co-
efficients obligerait a les recalculer a chaque pas de temps, ce que ’on souhaite
éviter en raison du coiit calcul de plusieurs intégrales doubles.

La méthode la plus utilisée consiste a approcher le noyau de coagulation
sur le domaine d’intégration par sa valeur aux points moyens =¥ de chaque
intervalle :

(ya ) € [.’L‘ j1? 91] X [ 2’33;—2] ’ K(yaz) = K(leaxh) (é Kjljz) (7'19)

Comme le point moyen z*, logarithme de la masse moyenne mF*(t), représente
la masse d’aérosols la plus probable dans la boite k&, on est assuré que le noyau
Kj, ;, est bien représentatif de la coagulation entre les boites j; et js.

Cette approximation est justifiée par le fait que le noyau de coagulation,
contrairement a celui de condensation, ne présente pas de fortes variations
(cf. chapitre 3). Elle est aussi d’autant plus plus valide que la largeur des
boites est prise petite.

On en déduit

kam = R Jklj2 » Xij = Ky (7.20)

ou fj ; est appelé coefficient de partition :

]1]2 / / fn sz ) ( yz dydz Z ]1]2— (7.21)

Il ne dépend que de la discrétisation du spectre d’aérosols, et du type de
fonction fj choisi. C’est ce choix qui donne lieu a différentes méthodes que
nous exposons dans la suite.

7.2.3.1 Les coefficients de Jacobson [46]

La coagulation des boites j; et jo donne une boite (j;j2) de bornes :

mjj':uz = m , T mjz ) mjljzj: = ]n(m]ilh) (7'22)

L’intersection de cette boite avec une autre boite &, si elle existe, est délimitée

par :
jm, m;) (7.23)

My = max(m;m, my ), mp; =min(m

Dans [46] Jacobson calcule le coefficient de partition ffl j, comme le rapport
entre la largeur de I'intersection des boites k et (jij2), et la largeur totale de

(j1J2) (figure 7.2) :
Mpi — Mo
P (7.24)

ml. —m;

]1]2 ]1]2
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Cette expression est basée sur le spectre linéaire de masse d’aérosols. Lorsque
ce spectre est large, il est plus judicieux de I’écrire par rapport au logarithme
de la masse d’aérosols :
Thi — Lio

J1J2 3;"' "
J172 J172
afin que les grosses masses d’aérosols n’écrasent pas les petites lorsque j; <
Jo2.

Mio mhi
; |
|
| boite k

I

I

I

boite j1 boite ja boite (j152) |

\ \
[ \+ [ [ . [ [ . .
My My Mo My Mo ja My Myjs M

F1G. 7.2: Coagulation de deux boites j; et js.

On montre dans la suite que cette approximation ne correspond a aucune
fonction f; particuliére et est, en ce sens, relativement arbitraire.

7.2.3.2 Les coefficients de Fernandez-Diaz [79]

Dans [79] Fernandez-Diaz calcule des coefficients de partition correspon-
dant a des fonctions f; constante :

1/h iz €lz,,x], hp =2} — ),
fk(:c)z{/k stz € o]y e = o o (7.26)

0 , sinon

Nous développons dans la suite une méthode de calcul générale s’appuyant
sur une interprétation probabiliste des coefficients de partition.
On rappelle que

np
Sof, -1 (1.7
k=1

Le coefficient f]’-“1 j, beut donc s’interpréter comme la probabilité que la coa-
gulation entre aérosols de la boite j; ( de loi de probabilité f;, ) et ( de loi
de probabilité f;, ) jo arrive dans la boite .

On note de méme f;, ;, laloi de probabilité de de la coagulation des boites

J1 et jo. Plus précisément, f;,;, est la loi de probabilité de la variable aléatoire
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x = In(e¥Y +¢€*) ou y et z ont respectivement f;, et f;, pour lois de probabilité.
fj1j» est donc définie par :

hm@0=lw(&wﬁﬂd+ﬁxd&@0dy,z=m@”—ﬁ)(T%)

Les coefficients de partition se déduisent de la loi f;, ;, par intégration :

Thi
b= [ hnte) ds (7.29
Zio
Pour des fonctions constantes (7.26), 1’égalité 7.28 se réduit a
1 2 z,
Fiuia (&) = [ / E(Ay) dy + / E(A,) dy] (7.30)
hjl hj2 z T
avec
Ai=a; <z<uaj,, A=, <z<uaj (7.31)
La fonction E a pour effet de restreindre l'intervalle d’intégration [xj_l,ac;’l] a
[Zq, Tp] €t [ac];,x;;] a [Yp, Ya|, de sorte que :
1
Finja(@) = = |06 = T+ Yo — Yo (7.32)
J1'%52

Les bornes d’intégrations x, et xp, y, et y, peuvent s’interpréter géométri-
quement comme les abscisses et les ordonnées des points A et B des figures
7.2.3.2,7.2.3.2 et 7.2.3.2. On rassemble ces résultats dans le tableau suivant :

Cas 1 Cas 2 Cas 3
Tqo — — _ +
e m; mZLI m lnh
Iy _ -
e m—m, m; mil
Ya _ - _ -
e m—m; | m mZLI m; §
Yo = —m] —m]
e my m—mi | m—mj

TaAB. 7.1: Coordonnées des points A et B.

On distingue plusieurs cas suivant la valeur de m , m = e* :

_ o1 . of — + 1.
Cas n°1 :sim € [m} ;,,m;, +m|[:

1
hj hj,

fjljz ("E) = (7.33)

In(e” —my) +In(e” —mj) —z

J1 Jjijz
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F1a. 7.4: Bornes d’intégration, deuxieme cas.

_ 09 . o} + - - +7 .
Casn°2 : sim € [m], +m;,m; +mj[:

1 xr - X
fivi»(x) = m [hjl + In(e® — mjl) —In(e® — m;“l)] (7.34)

_ o . : — —+ +
Cas n°3 : si m € [m;, +mj,, m] ;,

fivg» () = 2 32 i

hjihj, [ﬁ —In(e” —mj,) —In(e® m*)} (7.35)

La fonction f; ;, ainsi définie n’est pas intégrable, mais le gain ici est de
remplacer des intégrales doubles (7.21) par des intégrales simples (7.29).
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— .

m

F1G. 7.5: Bornes d’intégration, troisieme cas.

7.2.3.3 Les coefficients de Stratton [85]

Les coefficients calculés par Stratton dans [85] se basent sur les fonctions
fr de forme exponentielle :

€ size [z, ,27] mf = % N B
fr(z) = my , Amy =m; —m, (7.36)

0 , sinon
Remarquons que cela revient a une fonction f, contante par rapport au

spectre linéaire de masse des aérosols :

1
_Amk

z € [z, 2y], fe(z)dz = fe(m)dm = fr(m) (7.37)
La loi de probabilité f; ;, par rapport au spectre linéaire de masse est donc
celle de la variable aléatoire v +v oll u et v ont respectivement f; et f;, pour
loi de probabilités :

Fuialm) = [ £ s — ) du (7.38)
Soit apres calculs :
—sim e [mj;,,m}, +m,]:
fiia(m) = ————(m— m;, ) (7.39)
5132\ = N Ay, " M '
—sim e [m}, +m;,m; +mj[:
1
fjljz (m) (7.40)

Amj2
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firga(m)
A
1
Am;J- -~~~ -~ -~--~~
Mg 1 |
I I
I I
I I
I I
I I
I I
p F ™ m
. | | P
mJ1J2 + _ _ +m]1J2
m;, + M, mj, + mj,
Amj, Amj,

F1G. 7.6: Loi de probabilité f;, ;,

—simé€ [mJ_1 —|—m;;,m;’1j2
_ 1 +
fj1j2 (m) = m(mﬁh - m) (741)

On reconnait une forme trapézoidale ( figure 7.6). Contrairement au cas pré-
cédent, la fonction f; ;, peut facilement s’intégrer permettant une expression
analytique des coefficients de partition. L’intégration de

Mp;
]'li'Q = fjljz (m),dm (7.42)
mio

donne suivant les cas :
ot — - + 7.
sim, € [777,]~”-2,mj1 + mj2[ :

1 (ml—: - mj_1j2)2

k
e 7.43
532 = 5" A, Am,, (7.43)
—sim, € [mj1 + my,, m;, +m;;
1 m; +m}
b = (i —my, " (7.44)

J1j2 )

Amy,
o - + ot
sim, € [m; +mj,m

427 '"Y5172

R AL (7.45)
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Remarque

Les coefficients de Stratton permettent aussi de mieux caractériser les co-
efficients de Jacobson. En effet, on remarque que la seule loi de probabilité
fiij» qui conduise par intégration (7.42) aux coefficients (7.24) est la proba-
bilité uniforme sur [mj, ;,m; ;. Or cette loi est discontinue, alors que par
sa définition (7.38) la loi f;,;, ne peut étre que continue. On en déduit qu’il
n’existe pas de fonctions f; correspondant aux coefficients de Jacobson.

7.2.4 Couples de coagulation

Dans la partie précédente, nous avons développé différents coefficients de
partition ]m On concoit par ailleurs que ce coefficient est nul lorsque la
coagulation des boites j; et jo ne recouvre pas la boite k. La double somme
des équations (7.15) et (7.16) contient donc un certain nombre de termes
nuls.

Afin d’éviter de sommer des termes nuls une idée consiste a sommer
uniquement sur les couples (j;jq2) tels que h j» > 0, pour un indice £ donné.
les doubles sommes de (7.15) et (7.16) deviennent respectivement :

Z Z 91J2‘NJ1]V]2 =2 Z 91]2N]1Nj2 + Z 1191 le)Q

j1=1ja=1 1< =1 (7.46)
=2 Y X[L,NTNR 4 Y XGNP
(4142)ECk (4151)ECk

et

Z Z JU?QJINM = Z J1J2 QJIND + QJQNJI] + Z J1J1Q{1Nj1

Jj1=1j2=1 Jj1<j2 Jji=1
J1 J2 J2 ATJ1 J1 AT
= D SaQPNT+ QPN+ Y [1,QPN
(4152)€Ck (4191)€Ck

(7.47)

avec Cy 'ensemble des couples (j1j2) tels que ]m >0et 71 < Jo.

Cette facon de sommer revient & remplacer des sommes doubles par des
sommes simples ne contenant que des termes non nuls, réduisant d’autant
le cott calcul. Le tout maintenant est de calculer 'ensemble C} associé a
chaque boite k. Cet ensemble ne dépend que de la discrétisation d’aérosols,
et peut donc étre précalculée. On donne dans la suite une méthode générale
ainsi qu'une méthode propres aux boites dites géométriques.
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7.2.4.1 Cas général

Dans le cas d’une discrétisation quelconque on peut par exemple employer
I’algorithme de recherche suivant :

— boucle jo =1,...,np :
— boucle j; =1,...,7 :
- +
— calcul de m; , et mj ; ,
— boucle k =1,...,n; :

— calcul de my, = max(m, ;,,m; )
— calcul de mp; = min(m;, ;,, m;)
— si my; > my, alors la couple (j;j2) appartient a 'ensemble Cl.
— fin boucle sur &
— fin boucle sur j;
— fin boucle sur j
Le coiit de cet algorithme est proportionnel au cube du nombre de boites n;.

7.2.4.2 Cas des boites géométriques

Les propriétés particulieres des boites géométriques permettent de déve-
lopper un algorithme moins cotiteux pour le calcul des couples de I’ensemble
Ckg.

Les boites géométriques sont des boites dont les bornes sont géométrique-
ment distribuées, i.e. elles vérifient la relation :

mi=qm; ,,mf=qm;, ¢>1 (7.48)

ou ¢ est la raison géométrique. On obtient également :

m;: =q¢"'m;, my = ¢ 'my (7.49)

La coagulation des boites géométriques j; et jo est une boite (jij2) de
bornes : ' '
m;-tm = (¢ + ¢ Y)mf (7.50)

On définit I'indice de boite [ par :

ln(qjl_l + qj2_1)

¢ l=¢g" M+ ==+
Ingq

(7.51)

et k la partie entiere de [. Par définition £k < [ < k£ + 1, ce qui conduit aux
inégalités :

<mf, my, <ml. <m, (7.52)

my, < m; 12

Jj1j2
Autrement dit, la coagulation de deux boites géométriques est toujours stric-
tement comprise dans deux boites consécutives (figure 7.7). De plus pour
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Amjq
j1d2
- -
m; m
boite 1
I I I
— +
my, Mk m;:+1
Mpt1

- - g -

Amy, Ampqa

Fic. 7.7: Coagulation de deux boites géométriques.

g > 2 on montre que k = max(ji, j2), si ¢ = 2 et j; = j, alors la boite (j7j2)
est exactement 7, + 1.
On note respectivement A; et By 'ensemble des couples de Cj, tels que :

iy <M, mg <mj s < my (7.53)

My <m jije —

soit
" <" +¢” <", FT <+ ¢ < ¢k (7.54)

Les ensembles Ay et By, vérifient

Ak U Bk - Ck , Bk == Ak,1 (755)
couple (j1j2) de Ag couple (j1j2) de By
boite j172 boite j1j2
] ]

Donc il suffit de rechercher les couples de ’ensemble A;. On cherche les
couples de Ay sous la forme (j —n,j) avec 0 < n < k — 1, ceux-ci vérifient

¢ <@+ <t (7.56)
soit _
¢ <d(1+4q") <! (7.57)
qui équivaut a
In(1 + ¢
kgj—n+w<k+1 (7.58)
Ing
On note [ la partie entiere de %, d’ou :
In(1+ ¢
g O g s, (7.59)

Ingq
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soit
In(1+q")

<j—-n+l+1 (7.60)
Ingq

j—n+l<j—n+
En comparant cett inégalité a (7.58) on déduit que la seule solution pour j
est k — 1+ n . On a donc trouvé une solution a (7.56), ce qui fait & solutions
de la forme (j — n, j) lorsque n parcourt (0,...,k —1) :

In(1 + ¢" =k—1
ne (0, k=1, 1=ent(REFd)y ) i (7.61)
Ingq jo=k+n—1
Or I’ensemble des couples (j — n,j) , 7 = (1,...,k) lorsque n parcourt

(0,...,k — 1) opeére une partition de I’ensemble Ay (figure 7.2.4.2).

k-1

F1c. 7.8: Partition de I’ensemble des couples de Ay.

On en déduit que ’ensemble Ay est formé des k couples (7.61), dont il
faut cependant retirer les solutions négatives.

Dans le cas des boites géométriques, ’ensemble C} compte donc au plus
2k — 1 couples, que 'on peut calculer analytiquement d’apres (7.61).

Par ailleurs, lorsque g > 2 tous les couples (jk), j = (1,...,k) vérifient
(7.56), 'ensemble Ay est donc exactement Ay = ( (5, k) , 7 =(1,...,k) ).
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7.2.5 Résolution en temps

L’algorithme le plus souvent employé ([46]) est un algorithme dit semi-
implicite, donné par :

(NF)! 4 Ay h L sk Xk (V) (V)
T3 ALY (e — XE)(NO)

(NF)HFL = (7.62)

et
Q%) + Atz - Xk (QI)H+1 (N2)!
14+ At Zj:l(Xk] X5 (NI)t

ou At est le pas de temps considéré.

Une des propriétés de cet algorithme est d’étre défini positif, et de conser-
ver la masse (aux erreurs d’arrondies pres). En effet les concentrations cal-
culées a partir de (7.63) vérifient :

@) = (7.63)

(Qk)t+1 Qk +At[z Z mz le t+1 sz) (Qf)tﬂ Zkaj(Nj)t]
j=1

J1=1j2=1
(7.64)
D’ou par sommation sur I’ensemble des boites :
Ny ng
E = Z(Qf)t“ - (@
k=1
Ny ng
=At [Z Z Z 1132 Qn t+1 sz _ ZZX’“J Qk t—l—l(NJ) ] (7.65)
k=1 ji=1j2=1 k=1 j=1
_At [Z Z (Z J1J2 - J192> (QJI)H—l(Nh) :| = 0

j1=1j2=1

d’apres la propriété (7.18) des coefficients de partition.
Dans la suite nous testons cet algorithme par rapport au solveur ETR
explicite d’ordre 2, donné par :

=2t + dtf(2', 1)

dt 7.66
ottt :xt+7[f(act,t)+f(:it+1,t+ dt)] (7.66)
pour les équations (7.15) et (7.16) mises sous la forme :
0
" = f(x,1) (7.67)

ot
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7.3 Tests numériques

Dans cette partie on illustre brievement les principales propriétés du pro-
cessus de coagulation et des algorithmes sectionnels, sur un cas de coagula-
tion brownienne (dont ’expression est donnée en partie 3.3.1.1) pour lequel
il n’existe pas de solution analytique.

La distribution initiale d’aérosols est choisie bimodale (cf. partie 4.3) :

1 1nd,,—1ndf)2]
n(Ind,) —— (22 7.68
(In Z\/Zﬂlnag p[ 2( Ino) (7.68)

avec pour parametres

mode | N/ (#.em™®) | d (wm) | o7 (adim)
1 38000.0 0.013 1.6
2 5400.0 0.069 1.8

Le nombre de boites est arbitrairement fixé a n, = 50. Elles sont réparties
de maniere géométriques sur le spectre de diametre d’aérosols [0.001, 10] (en
wm).

Les figures 7.9 et 7.10 montrent 1’évolution de la densité numérique d’aé-
rosols, obtenues avec le schéma ETR et les coefficients de Fernandez-Diaz.
On constate que la coagulation brownienne affecte surtout les petits aérosols,
laissant quasiment intact les gros aérosols.

coagulation brownienne, TOUT=3600 sec, solveur ETR

1
coagulation brownienne, TOUT=3600 sec, solveur ETR wm
10" . : ‘ 10° e 1
" 10° initiale | 4
10 —— initiale | | & 10° = finale
—10° e finale | ] E 107
) @ 6
g 2 1o
210 g 10
2 g 10
810 i
@
E g0 g 10°
] g 10'
510" £ 10
@ =
€ 1410 €10
210 £10”
2 10 510°
2 L
S 10° 10°
s 10°
10 107 L L L
o S , . 0 0 0 1 10
0 0 0 1 10 diametre aerosol (um)

diametre aerosol (um)

F1a. 7.10: Evolution de la den-
sité numérique, échelle loga-
rithmique

Fi1G. 7.9: Evolution de la den-
sité numérique
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7.3.1 Comportement dynamique

On étudie tout d’abord brievement le comportement dynamique en com-
parant le solveur semi-implicite décrit plus tot au solveur explicite ETR.
Dans la suite les coefficients de partition sont calculés selon Fernandez-Diaz
(cf. sous-section 7.2.3.2).

La solution de référence est celle calculée par ETR pour un tres petit pas
de temps. Le temps de simulation est fixé a 3600 secondes.

Sur la figure 7.11 on représente 'erreur quadratique moyenne (RMS) en
foction du temps CPU pour chaque solveur, a partir d'une RMS de 1 la solu-
tion devient nettement mauvaise. Le fait que I'on obtienne des performances
meilleures pour ETR, montre que la coagulation brownienne ne nécessite pas
I’emploi d’un solveur implicite.

coagulation brownienne, TOUT=3600 sec
3 T T T T T

—— SEMI-IMR
rrrrrrrrrr ETR

N
T

rms (adim)

[y
T

0 0 0 0 1 10 100

temps cpu (sec)

Fia. 7.11: RMS en fonction du temps CPU
pour chaque solveur

Cela indique également que la coagulation n’est pas un processus raide.

7.3.2 Sensibilité aux coefficients de partition

Dans les parties précédentes nous avons développé différentes manieres
de calculer les coefficients de partition, qui a priori peuvent influer sur I'in-
tégration des équations (7.15) et (7.16).
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Afin de mesurer la sensibilité du calcul aux coefficients de partition, on
effectue quelques tests a partir d’une solution exacte, la coagulation linéaire
(cf. sous-section 3.4.3). Les tests sont menés avec le solveur ETR et un pas
de temps fixé a 1 seconde.

La figure 7.12 illustre l'erreur quadratique relative (RMS) par rapport
a la solution exacte, pour les solutions obtenues avec différents types de
coefficients :

— Diaz : ceux de Fernandez-Diaz, obtenus par intégration numérique de
(7.29) a l'aide d’une quadrature de Gauss-Legendre a vingt points.
Jacobsonl : ceux de Jacobson par rapport au logarithme de la masse
des aérosols, donnés par la formule (7.25).

Stratton : ceux de Stratton donnés par les formules exactes 7.43, 7.44
et 7.45.

Jacobson?2 : ceux de Jacobson par rapport a la masse des aérosols,
donnés par la formule (7.24).

coagulation lineaire, Tout=3600 sec, Tcarac=3000 sec ses10 coagulation lineaire, Tout=3600 sec, Tcarac=3000 sec, NS=10
11 T T T T T T T T T " T o i T

exact
£\ Diaz 1 e Diaz,
N ---- Jacobsonl
6e+10 | | ——- Stratton
—-— Jacobson2

09 F \\\ Jacobsonl
N ---- Stratton
0.8 N — — - jacobson2

4e+10 |

densite numerique (#aero.m-3)

2e+10

0 n L . Pl
0.001 0.01 0.05
diametre aerosol (um)

. . . . . . . . .
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
nombre de boites

Fia. 7.13: Densité numérique

Fic. 7.12: RMS suivant le pour différents types de coeffi-
nombre de boites cients

On note sur cette figure que l'erreur est plus importante avec les co-
efficients Stratton et Jacobson2, basés sur la masse des aérosols, qu’avec les
coefficients Diaz et Jacobsonl, basés sur le logarithme de la masse. Cela vient
du fait que les coefficients par rapport au logarithme de la masse sont mieux a
mémes de rendre compte du large spectre d’aérosols, qui s’étale sur plusieurs
ordres de grandeur.

Par ailleurs, si I'erreur croit a mesure que le nombre de boite diminue,
I’écart entre les coefficients JacobsonlI et Diaz augmente aussi. Ce qui n’est
pas surprenant dans la mesure ou la méthode de Fernandez-Diaz représente
un calcul plus fin des coefficients de partition, qui se dégrade moins vite pour
un faible nombre de boites.
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Toutefois il convient de noter que les RMS pour les différents coefficients
restent du méme ordre de grandeur. De plus la figure 7.13 montre que, pour
10 boites, les densités numériques calculées reproduisent assez fidelement le
profil de la solution exacte. Ce qui suggere une faible sensibilité des modeles
sectionnels aux coefficients de partition.

La figure 7.13 nous apprend aussi que, si sensibilité il y a, elle se loca-
lise surtout vers les boites les plus larges, i.e. dans notre cas celles des gros
aérosols.

7.4 Conclusion

Dans cette partie nous avons tout d’abord souhaité apporter une syn-
these des différentes méthodes de size binning rencontrées dans le cadre de la
coagulation des aérosols atmosphérique, les équations obtenues étant souvent,
résolues par un solveur en temps semi-implicite.

Le fait que ce dernier solveur donne des résultats comparables au solveur
explicite ETR montre que la coagulation n’est pas un processus raide. Nous
avons également montré que les modeles de size binning sont relativement
peu sensibles au choix des coefficients de partition, mais que cette sensibilité
croit avec un petit nombre de boites (ce qui est généralement le cas dans un
modele 3D), et se localise principalement sur les boites les plus larges.

Dans la suite de cette these, la coagulation sera donc résolue par un
modele de boites avec les coefficients de partition selon Fernandez-Diaz. Ce
systeme sera ensuite intégré par le solveur explicite ETR.
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Chapitre 8

Condensation/évaporation

Résumé

Dans cette partie je souhaite tout d’abord présenter de maniére
rigoureuse chacune des approches développées pour la résolution de la
condensation/évaporation des aérosols, depuis les méthodes eulériennes aux
différentes approches lagrangiennes. Dans la derniére partie je présente une
étude dynamique de la condensation/évaporation a l’aide d’un modéle
lagrangien.
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8.1 Introduction

Rappelons tout d’abord le systeme d’équation spécifique a la condensa-
tion/évaporation d’une distribution d’aérosols pour la densité numérique et

les densités massiques en chaque espece X; , 1 =1,...,n, :
on  9(Hon) dq;  0(Hog;)
ot " os B il CLOICD (8.1)

La concentration gazeuse en espece X; semi-volatile vérifie la conservation de
la masse :

¢+ [ alet) =K 82)
zo
équivalente a I’équation :
ac) o
Q:—/‘@mu@mn (8.3)
ot 2o

Les méthodes numériques utilisées pour résoudre les équations (8.1)
condensation/évaporation peuvent étre regroupées en deux familles : les mé-
thodes eulériennes et les méthodes lagrangiennes.

La discrétisation (ou grille) fixe d’aérosols des méthodes eulériennes rend
leur emploi plus aisé dans les modeles 3D, mais induit de la diffusion numé-
rique. Celle-ci vient essentiellement d’une représentation trop rudimentaire
de la densité dans les grilles, ainsi que du fort gradient de la vitesse de gros-
sissement.

Des méthodes de calcul semi-lagrangien des flux, initialement développées
pour réduire la diffusion numérique des équations de dispersion ([87, 88, 89]),
ont été adaptées a la condensation/évaporation des aérosols ([90, 91]). Malgré
tout la diffusion ne peut étre totalement évitée, seulement réduite ([84]).

Afin de pallier a cet inconvénient, des méthodes lagrangiennes ont été
développées. Celles-ci consistent a laisser la grille fixe évoluer au gré de la
condensation/évaporation (effet d’advection), éliminant ainsi la diffusion nu-
mérique ([84]). Néanmoins se pose alors le probleme de la redistribution de
la grille lagrangienne sur la grille fixe, étape indispensable dans un modele
3D. Cette opération se fait généralement par interpolation, introduisant une
erreur “d’interpolation”, analogue a la diffusion des modeles eulériens.

Des méthodes plus complexes ([86]) permettent de garder une grille fixe
eulérienne, mais uniquement pour la masse non volatile des aérosols (core),
la masse volatile évoluant librement sur cette grille, ce qui diminue I’erreur
d ’interpolation.

On peut résumer les avantages et inconvénients de chaque approche par
le tableau suivant :
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avantages inconvénients
* grille fixe * diffusion numérique
Euler * calcul sur * systéme
densité continue non différentiable
* condition CFL
* pas de diffusion * redistribution
Lagrange numérique sur une grille fixe
* gystéme * calcul sur quantités
différentiable intégrées

TAB. 8.1: Résolution de la condensation/évaporation.

Néanmoins les méthodes lagrangiennes ont l'avantage de ramener les
équations de condensation/évaporation (8.1) & un systeme différentiel en
temps et de pouvoir en effectuer une étude dynamique , ce que l'on fait
dans la derniere partie de ce chapitre.

Dans la suite nous rappelons tout d’abord les méthodes eulériennes, que
I’on utilise pas en raison des difficultés numériques précédemment citées. Puis
on développe les différentes approches lagrangiennes.

8.2 Point de vue eulérien

8.2.1 Approches par volumes finis

L’approche par volume finis est courrament utilisée pour les équations
d’advection, I’approche par différences finis posant des problemes numériques.
Le spectre d’aérosols est discrétisé en ng boites [yx, yrr1[, de largeur hy et de
centre zj ( figure 8.1 ) :

_ U + Yr+1

k=1,...,ns, x 9 v Py = Yrp1 — Yk (8.4)

On note n*(t) la valeur moyenne de la densité = — n(x,t) sur la boite & :

1 Ye+1
k=1.....n,, nt(t)= h—/ n(z, 1) d (8.5)
k Jyp

L’intégration de (8.1) sur la boite £ donne :

o = |0 - ] (60

k=1,....n,, 2
e s T T
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n(x,t)

hy

nk_l(t)

T T X
Yk-1 Tk—1 Yk Lk Yk+1

F1G. 8.1: Discrétisation.

Puis par intégration sur un pas de temps At :

F, — F,
k=1,...,n,, n"t+At)—nkt) = % (8.7)
k

ou Fy est le flux d’aérosols en y; pendant At, défini par :
t+At
k=1,....n41, F é/ (Hon) (ye. t') dt (8.9)
t

L’équation (8.7) est toujours exacte, elle signifie simplement que la varia-
tion du nombre d’aérosols de la boite £ pendant la durée At est égale a ce
qui “rentre” en y; moins ce qui “sort” en yi,; pendant cette méme durée.

Les approches eulériennes different ensuite suivant la facon d’approcher
les flux Fj}, d’aérosols, une mauvaise approximation étant source de diffusion
numérique.

8.2.2 Limiteur de flux

Les schémas d’advection avec limiteur de flux son souvent utilisés dans
les modeles de dispersion, par exemple le limiteur de flux de Koren-Sweby

([121]).

Le flux en y; est calculé comme suit :
— si Hy(yk, t) est positif ( condensation )

Fy = vg[n® + ¢ (g, O) (0" — n*)] (8.9)
— si Hy(yx,t) est négatif ( évaporation )

Fy, = —u[n® + ¢ (vk, 1/0k41) (n* — nFth)] (8.10)
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avec
At nk — pk-1

=2 Hygt), 6= 8.11
Vg Tp — Tp1 O(yk ) k nk+l _ pk ( )

et ou ¢ est le fonction de limitation de Koren-Sweby :

o(v,0) = max[0, min(1, do(v) + d1(v)8, ub)] (8.12)
avec . . 2
do() = £ =1 =), d()= (1-v) (5.13)

et 4 un parametre libre, pris égal a (1 — v)/v selon [122].
Ce type d’approche est par exemple utilisé dans le modele de dispersion
POLAIR3D ([123]).

8.2.3 Flux “semi-lagrangien”

L’approche semi-lagrangienne des flux consiste a remplacer I'intégrale de
temps (8.8) définissant le flux en y,, par une intégrale sur le spectre d’aérosols.

On congoit en effet que ce qui rentre dans la boite £ pendant At se trouvait
en amont de y; ( figure 8.2 ), i.e. il doit exister 7 tel que

Yk
F=1,.. my+1, Fk:/ (Hon) (v, 1) dy (8.14)
Y

k— Tk

ol 7, est du méme signe que la vitesse de grossissement des aérosols.
On établit I’équation sur le flux proprement dit :

OF oF OH, ~
wn + Ho(:v,t)a—an = —n(:v,t)w(x,t) , F'=Hyn (8.15)

On définit par ailleurs les courbes caractéristiques :

dX,
dt

= HO(Xa(t)7t) ’ Xa(o) =a (816)

L’équation (8.15) du flux d’aérosols devient le long des courbes caractéris-
tiques :
dF _  0Hy
it ot
Soit yo(¢') la position a l'instant t des aérosols qui atteignent la taille y; a
Vinstant ¢’ € [t,t + At], ¢’est-a-dire définie par

. (X)) 27 (8.17)

Xyoy(t) = yr et Xy (t) = o(t') (8.18)
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On integre 'équation (8.17) sur [t, ] :

, Y OH,
F(yk, t) = F(yo(t,), t) — / nw(t”) dt” (819)
t

En substituant F'(yx,t') par sa nouvelle expression dans (8.8), on obtient

pour Fj, apres intégration par parties :

t+AL t+AL “OH,

F= / Flyo(t'), 1) dt’ — / (t+ A=ty (3:20)
t t

~ J/

R(t)
ou R(t) fait intervenir la variation temporelle de la vitesse le long des courbes
caractéristiques a l'intérieur d’un pas de temps. D’apres 1’équation (8.16) des
t!

t+ At

trajectoire
d’aérosols

yo(t')

Fic. 8.2: Flux semi-lagrangien.

courbes caractéristiques, gy vérifie :
dyo
dt'

Apres le changement de variable ' — 3, dans la premiére intégrale, ’équation
(8.20) revient alors a :

= _HO(yO(tl)at,) ’ yO(t) = Yk (821)

F = / (o, ) dyo — R(2) (8.22)

k—Tk
ol yx — Mk est appelé position semi-lagrangienne de la taille d’aérosols y; au
temps ¢ ( figure 8.2 ), et est défini par la valeur 7, :

t+At
e = / Holys — me(t), #) dt’ (8.23)
t
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L’équation (8.22) indique donc que le calcul des flux Fj par (8.14) est une
approximation & R(¢) pres de (8.8). Le reste R(t) est négligé.

Les deux points cruciaux du calcul semi-lagrangien des flux, et de leur
efficacité, sont d’une part le calcul de la position semi-lagrangienne et d’autre
part ’approximation de la densité numérique sur ’intervalle d’intégration de
(8.14).

8.2.3.1 Calcul de la position semi-lagrangienne

On présente ici un calcul de la position semi-lagrangienne tiré de ([88]).
L’intégrale (8.23) peut étre approchée par une formule des trapezes :

HO(yk7 t) + HO(yk — Nk, t+ At)
2

La vitesse de grossissement H, a linstant ¢ + At n’étant pas connue, on
Papproche! par sa valeur & Iinstant ¢ :

Ho(yx — Mk, t + At) =~ Ho(yx — Mk, t) (8.25)

De plus comme celle-ci n’est connue a priori que sur les tailles d’aérosols ¥y,
on ’approche linéairement en y; — 7y :
— Si ny est positif :

Ho(yk — mk 1) = Ho(ye_1, 1) —2— + Ho(y, )(1 — ) (8.26)

hk: 1 hk—l

d’oi
it = Ho(yr, )AL (8.27)
Y1+ gA[Ho(yk, ) — Ho(ys—1,1)]

Il faut vérifier que n; reste inférieur a largeur de la boite & :

N 3Hy(y: t) + Ho(ys—1, )ﬁ 1
k 4 hy — 2

(8.28)

Cette condition assure par ailleurs que le dénominateur de (8.27) reste
positif de sorte que l'on peut remplacer la condition n > 0 par
HO(yk7 t) Z 0.

— Si n est négatif

Ho(yk — 1, ) = <_Z_Z>H0(yk+lat) + (1 + hk>H°(yk’ ) (8:29)

lee qui est consistant par rapport au fait que le reste R(t) soit négligé.
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puis

H() (yk; t) At
T

1+ 5 [Ho(yes1,t) — Ho(ys, t)]

Il faut de méme vérifier que 7, reste inférieur a largeur de la boite £ :

(8.30)

N 3Ho(yk, t) + Ho(Yk+1, 1)
-4
4

(8.31)

DN | —

At
> _
hy —

Cette condition assure de méme que le dénominateur de (8.30) reste
positif de sorte que l'on peut remplacer la condition 7, < 0 par
HO(yka t) <0.

8.2.3.2 Approximation de la densité numérique

La desnité numérique = — n(x,t) n’est a priori connue que sur les centres
de grille zy. Il existe différentes possibilités pour ’approcher :
— par les polynémes de Lagrange ([87, 124]) :

k+np/2
z € fog,oxnl, nlet)= Y Li@)nd(t) (8.32)

j=k—mp/2

ou n,, est le nombre de centres zj, utilisés comme points d’interpolations.
— ou par des splines cubiques ([88]) :

T € [z, 2pp1[, n(z,t) =~ An® + Bn*t 4+ C(n")F + D(n")F+! (8.33)

Une autre approche consiste ([91]) consiste a profiter de la partition des boites
suggérée par 'approche semi-lagrangienne.

On appelle y; + ux la position lagrangienne de 1'abscisse y; aprées un pas
de temps At, défini par :

t+At
iy = / Ho(ye + (), #) dt (8.34)
t

que l'on calcule de la méme maniere que 7y :
— si Hy(yk,t) est positif :

Ho(yk, t)At

+ =
1+ 5 [Ho(yk: ) — Ho(ykr1,1)]

g,

(8.35)

On vérifie que la position lagrangienne y;, + p; se trouve & I'intérieur
de la boite k si ¢, <1/2.
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— si Hy(yg, t) est négatif :
HO(ylc7 t)At
1+ QhAkt,l [Ho(yk—1,t) — Ho(ys, t)]

On vérifie que la position lagrangienne y;, + 1, se trouve a l'intérieur
de la boite k — 1 si ¢y > —1/2.

1y = (8.36)

1223 He+1
Fy, ! ‘ Frq1
nk ! nk L ng
Yk—1 Yk Y1 Y2 Yk+1 Y42

F1G. 8.3: Partionnement.

Le nombre d’aérosols de la boite k£ peut alors suivant les cas étre parti-
tionné en au plus trois parties ( figure 8.3 ) :

nk(t) = /y1 n(z,t)dz , nk(t) = /y2 n(z,t)dz , nk(t) = /yk+1 n(z,t) dzx

Yk Y1 Y2
(8.37)
avec
y1 = yr + max(0, pux) , Y2 = Yrr1 + max(0, —pigy1) (8.38)
La partition vérifie & chaque instant :
(1 — ye)nt + (Y2 — y1)ns + (Yrs1 — yo)n§ = hyn® (8.39)

Les concentrations d’aérosols a I'instant ¢ + At sont calculées par le systeme
d’équation suivant :

hin® (t + At) =hyn®(t) + (F, — Fry1)
(y1 — yr)n¥(t + At) =max(0, Fy,)
(Yps1 — y2)n§(t + At) =max(0, — Fy,1) (8.40)
(y2 — y1)ms (¢ + At) =hyen®(t + At) — (y1 — ye)ni (¢ + A1)

— (Y1 — y2)n§(t + At)
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Cette partition donne une description plus fine de la répartition du nombre
d’aérosols a I'intérieur de chaque boite, alors qu’auparavant celle-ci était ap-
prochée par les formules (8.32) ou (8.33) & partir des points moyens zj des
boites.

Conclusion

Le différentes méthodes eulériennes, méme améliorées, ne peuvent empé-
cher une forte diffusion numérique dans les modeles 3D, notamment en rai-
son du faible nombre points de grille auquel nous sommes contraints. Aussi
s’intéresse-t-on dans la partie suivante aux méthodes lagrangiennes.

8.3 Point de vue lagrangien

Les méthodes lagrangiennes sont basées sur ’étude des courbes caracté-
ristiques de condensation/évaporation, déja évoquées en partie 3.

Apres un rappel des courbes caractéristiques et de leur propriétés on
présente deux facons de concevoir de telles méthodes.

8.3.1 Courbes caractéristiques

Le spectre logarithmique de masse des aérosols est discrétisé en n; + 1
points z7. La courbe caractéristique associée & chaque point de discrétisation
est : )

dz’
dt

On définit I'écart entre deux points successifs A/ par

(t) = Ho(, 1), 79(0) = 2 (8.41)

B! = zitt — 77 (8.42)
La vitesse de grossissement logarithmique Hy a pour expression :

I Ne . 4dovp
Hy = EO , Iy = ZQWDidpf(Km, a;)|c] — ¢ (my, ..., my, )eRsTd | (8.43)

=1

Un point important est de s’assurer que les courbes caractéristiques (8.41)
ainsi définies ne se croisent pas, c’est-a-dire que la situation suivante :

371, J2, te >0 tel que m(0) # m?(0) et M7 (t.) = m?(t.)  (8.44)

ne peut se produire.
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'r‘?zjl (0) 7‘711'2 (0) te

F1aG. 8.4: Croisement des courbes caractéristiques

En effet si elles se croisent ( figure 8.4 ) alors les systémes lagrangiens ne
peuvent étre mathématiquement bien posés.

Une condition suffisante pour qu’elles ne se croisent pas est que Hy soit
lipschitzienne sur le spectre d’aérosols, délimité par un diameétre minimum
d" et un diametre maximum d}’.

On démontre dans la suite que I est lipschitzienne par rapport au dia-
metre d, sur l'intervalle [d;n,dé” ]. Mettons tout d’abord I; sous une forme
simplifiée :

Ip=_d, f(d,)(a—be¥) (8.45)
R e e
X Y A4
avec
F(dy) = f(Kp, ) a:27r§:D-cg b:QWiD-(f‘I c=27% (g 45)
P n 3 — 1 9 — 1> 9 RgT

dans laquelle la variation des nombres de Knudsen K, et coefficients d’ac-
comodation «; suivant I’espece X;, en pratique faible, est négligée afin de
pouvoir factoriser f dans (8.43). Dans un premier temps on ne tient pas
compte de la dépendance implicite de la concentration d’équilibre ¢{? suivant
le diametre.

Soient deux diametres dll, et df, distincts, la différence entre leur vitesse
de grossissement vaut donc :

Io(dy) — Io(d2)| = | X1Y1Z1 — X5 2,
= VZ1(X: — Xo) + XoZo(Y1 — Y2) + XoY1(Z) — Zs)|
< I Z1| [ Xy — Xo| + | XoZs| |Y1 = Yo | + | XoY4 | | 27 — Zs|
S—— N—— S——

Al A? A3
(8.47)
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Les produits A;, As et A3 peuvent étre majorés indépendemment de dzl, et
2 .
d, : ) )
A1 <a+be® | Ay <d)(a+be¥), Az<d) (8.48)

Il reste a montrer que les fonctions Y et Z sont également lipschitziennes

sur [d7,d)]. On montre pour cela que leur dérivées sont bornées sur cet

intervalle :

2 2 bc <

Vi< o (142) ) 1215 et (5.49)
(dy)? a (dp)?

D’apres la derniere inégalité de (8.47) on déduit qu’il existe une constante C,

indépendante de d, et dZ, telle que :

[1o(dp) — Io(dy)| < Cld,, — dy (8.50)

ce qui démontre que Iy est lipschitzienne, lorsque les concentrations d’équi-
libre ¢;? en espéces X; dépendent faiblement du diametre.
Cette propriété n’est pas rigoureusement vérifiée mais nos tests n’in-
diquent pas de croisement de croisements de caractéristiques par ailleurs.
Sur cette base, on va dériver deux approches numériques : la premiere
pour des densités ponctuelles, la seconde pour des quantités intégrées.

8.3.2 Systeme lagrangien ponctuel

Le systeme lagrangien ponctuel consiste a réécrire les équations de
condensation/évaporation (8.1) le long des courbes caractéristiques (8.41) :

dn’ 0H, . ag o 0H, .
. t =T - — ! .51
= SR, R =D - tmd (851)
Sachant que ¢; = m;n on développe la seconde équation :
dm! _. oodnd OHy , .
A 5 ()L = Pt () — 20 () 52
1) + md () S = DR (1) — (g (8.:52)
qui se simplifie en _
dm! -
— — (¢ 8.53
=T (8.53)

L’ensemble des équations (8.53) constituent en fait les courbes caractéris-
tiques des équations ezternally mized (3.49) et (3.50).

Le systeéme lagrangien ponctuel de la condensation/évaporation se com-
pose donc des équations suivantes, pour j =1,...,ns+1leti=1,...,m :

= n? 2
di oz O

cl(t) +/ ¢(z,t) dz = K;

= Ii(mja t)

(8.54)
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Les dérivées partielles suivant z traduisent I’accumulation des densités en un
point donné, diie a la variation de la vitesse de grossissement en ce point. Elles
peuvent étre approchées par différences finies en s’appuyant sur les valeurs
des densités aux points Z7. Par exemple la formule

HY"' + HyY ' - 2H,
hi=t + hi

(8.55)

est une approximation & l'ordre 2 de 9H,/0z en 7.
De méme l'intégrale qui intervient dans la conservation de la masse peut
étre approchée au moyen d’'une quadrature, telle que

Blgl+Rrget QSR B
2 : 2

Jj=2

il (8.56)

2

[’évolution lagrangienne des points 7/ signifie que la discrétisation
s’adapte constamment a la forme des densités massiques, ce qui assure que
les formules (8.55) et (8.56) restent de bonnes approximations tout au long
du calcul.

Le principal inconvénient de cette approche est la nécessité de calculer par
approximation numérique les termes intégraux et différentiels apparaissants
dans (8.54). On présente pour cette raison une alternative avec une méthode
intégrée de boite lagrangienne.

8.3.3 Systeme lagrangien de boite

Ce ne sont plus les valeurs ponctuelles des densités qui nous intéressent
dans cette partie, mais les quantités intégrées sur les ng boites lagrangiennes
[z7, 2], Pourvu que les trajectoires (8.41) ne se coupent pas, les quantités
intégrées N7 et @ sont ( bien ) définies par :

@it i+

Ni (1) = / n(z,t)dz, QF = / gi(z. 1) dz (8.57)

La conservation de la masse (8.2) se réécrit alors facilement :

K; (8.58)

i=1,...,n., ) +ZQg(t)
j=1
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En dérivant les quantités intégrées (8.57) on aboutit d’une part pour la den-
sité numérique d’aérosols

ANY  dztt . di . [T on
:——J’i‘l _ nJ _ t d
d~dt a " /xf o0 (8.59)
H, - /gﬁj+1 8(H0n)( t)ydr =0 |
- n — T =
0 Z zJ al‘ ’
D’autre part pour les densités massiques
=T - — —(z,t)d
it~ dt ° dt ! +/jj o (@) de
Zitl zi+1 mi+1
“lma] - [ s [ G 660)
77 zJ X zJ

On définit respectivement INij et fni les valeurs moyennes de z — [;(z,1) et
x +— m;(x,t) sur la boite [z7, z77!] :

-1 ¥t . J

Comme la nombre N7 d’aérosols d’un boite se conserve, 1'’équation (8.60) se

réduit a _

dmi

dt

Le systeme de boites lagrangiennes revient donc a résoudre deux systemes

d’équations semblables, I’'un pour les bornes de chaque boite, I’autre pour les
valeurs moyennes, 1 = 1,...,n, :

Bl

(8.62)

dm? .
=1,....,ns+1, A AN
| dm! -,
] = ]-a' . .,Tls ) dt = -lz (863)
dt) +) Qi) = K,
j=1

A noter que ce systeme d’équation est toujours exact. Néanmoins il est
nécessaire d’approcher la valeur moyenne I, par exemple par un calcul de [;

au point moyen défini par ()™ .
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Comparé a I'approche ponctuelle, ’approche sectionnelle évite de traiter
des différentielles partielles ou intégrales, dont ’approximation introduit né-
cessairement une erreur, méme petite. Il n’est par ailleurs plus nécessaire de
suivre le nombre de boites d’aérosols, puisque celui reste constant.

En revanche il est nécessaire de suivre les bornes de chaque section, si bien
que la pleine résolution du systeme (8.63) implique de résoudre 2n.(ns + 1)
équations, contre (n, + 1)(ns + 1) + n. pour le systéme ponctuel (8.54), soit
(ne — 1)ns — 1 équations en plus.

Afin de pallier a cet inconvénient, différents méthodes ont été imaginées
pour éviter de calculer les équations aux bornes.

8.3.4 Schémas de fermeture pour les bornes

Une premiére idée, énoncée dans [125], pour calculer les bornes m*(t)
consiste a effectuer la moyenne géométrique de deux boites adjacentes :

k=2,....n,, mF(t) = /mk1(t)mk(t) (8.64)
Les bornes limites m!(t) et m™*1(¢) peuvent étre extrapolées comme suit :

i) = TS ey = OO0 (5.69

m mms

Notons que cette fagon de procéder serait exacte si le systeme (8.63) conser-
vait les formules (8.64) et (8.65), ce qu’un rapide calcul dément.

Une autre possibilité, développée dans [86], et souvent appelée moving
center approach, consiste a garder une discrétisation fixe sur laquelle évolue
librement les quantités intégrées. Dés que la masse moyennne d’une boite
donnée franchit une de ses bornes, toute sa masse est transférée a la boite
adjacente. Cette méthode a I’avantage de donner un algorithme efficace et peu
coliteux, mais, & notre connaissance, ne semble pas fondé sur des arguments
physiques.

Du fait de leur manque de justification, nous avons préféré développer
dans la suite un algorithme de calcul des bornes en tirant partie des in-
formations apportées par le systeme (8.63). C’est cet algorithme que nous
utiliserons ultérieurement.

Transformons tout d’abord les équations du systéeme (8.63) en :

: dz’ » » .
j=1,...,n,+1, ﬁ:Ho(mJ,t), z’ = In(m’)
wo (8.66)
j=1,...,ny, — =H}, 77 =In(m’)

dt
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Le point important ici est de remarquer que les équations sur les valeurs
moyennes et sur les bornes sont de méme nature. Ce qui suggere que 77 et
77 évoluent dans les mémes proportions (figure 8.5). On peut mesurer cette

instant ¢t =0

instant ¢ > 0

F1a. 8.5: Interpolation des bornes

proportion par I'indice (%) :

§i>2, o) = _ : (8.67)

qui n’est connu qu’a I'instant initial :

i>2, o(0)= ;{0; _x ;(P()O) (8.68)

L’intégration respective sur [0, ] des équations (8.66) donne :

t
i>1, #(t)=3(0)+ A%, A:ij:/ H)(t)dt'
SO (8.69)
i>1, F(t)=a + AT, Aijz/ Hl(t) dt'
0

dans lesquelles on ne souhaite pas calculer Az’/. On choisit donc d’interpo-
ler la variation de chaque borne z7 par celle de ses deux valeurs moyennes
adjacentes 77! et 7/ :

i>1, A%~ (1-a?(0)AF ! + o/ (0)AF (8.70)

oll I’on fait ’hypothese que les indices o/ varient faiblement, et peuvent étre
approchés par leur valeur initiale. Les bornes limites peuvent étre extrapolées
d’une facon similaire.
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Remarque

Ce chapitre étant uniquement consacré a la condensation/évaporation, il
n’est pas nécessaire d’effectuer une redistribution sur une grille fixe. Cette

.....

d’aérosols SIREAM.

8.4 Etude dynamique

Dans cette partie on effectue une étude dynamique de la condensa-
tion/évaporation a partir de I’approche lagrangienne de boites, les systemes
différentiels résultants se caractérisent par une grande dispersion des échelles
de temps.

8.4.1 Le systeme

Le systeme différentiel en temps que ’on souhaite résoudre se compose des
équations (8.63), dans lesquelles on utilise I’expression (3.200) du transfert
de masse, puis on remplace la concentration gazeuse ¢! par son expression
dans la conservation de la masse (8.58) :

D _ o (K, =S ENE — (e (8.71)
dt 7 ? 1 7 .
k=1
ou ’on note \
al = 21D f (KD op) , 1 =R (8.72)

On obtient un systéme fermé en masse m?, que l'on peut réécrire sous la
forme
dz ~1 ~ 1

= f(z,t), z=(ny,...,m

o= syl mte )T (8.73)

TNe e

taille 1 taille ng

ou z(t) est le vecteur des inconnues 7! arrangé par tailles croissantes. On
note n; = n, X N, la dimension du vecteur x.

8.4.2 Positivité

La positivité des équations (8.71) n’est pas immédiate car elles ne sont
pas tout a fait de la forme production/conseommation % = G — Pc avec G et
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P positifs. Toutefois, des arguments de nature thermodynamique permettent
de s’y ramener.

En effet lorsque la fraction massique en X; tend vers 0 la loi de Henry pour
les solutés assure que la concentration d’équilibre (ci?)? est proportionnelle &
cette méme fraction massique :

5,7

(1Y ~ () = lim (7 =0 (8.74)

! Zi’ mi/ ! mf —0
ou (c;*)* est la concentration d’équilibre du composant X; pur. Ceci assure
la positivité des I’équations (8.71).

8.4.3 Résolution en temps

Un point clé est le choix du schéma numérique d’interpolation temporelle
de (8.71).
Soit une discrétisation temporelle tg, ..., ¢,, the1 ..., le pas de temps a la

n®™¢ étape vaut :

Aty =tpyr — tn (8.75)

On note z,, 'approximation du vecteur x au temps t,,.

Le calcul de la thermodynamique, évaluée pour chaque boite a chaque ap-
pel de f, représente une part importante du cotit calcul. Ceci oriente le choix
de l'algorithme vers des méthodes qui permettent de minimiser le nombre
d’appels a la fonction f.

8.4.3.1 Schéma explicite TR

On expose tout d’abord le schéma explicite & deux pas ETR a des fins de
comparaison avec les méthodes implicites.
On note 7,1 'expression obtenue par un schéma d’Euler explicite :

-inql—l =, + Atnf(mna tn)

8.76
Tpt+1 = Ty + % (f(xna tn) + f(‘;i:'ﬂ-Fl) tn—H)) ( )

8.4.3.2 Schéma implicite Rosenbrock

D’apres ([117]) le schéma de Rosenbrock (R0OS2) appliqué au systéme
(8.73) s’écrit :

At,
2
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ou ky et ko sont respectivement solution des systemes :

(I = yAt, J(f)]k1 = f(2n, 1)

(I — YAt J (ks = f(Ens1, tnsr) — 2k (8.78)

avec 1

V2

Ce schéma nécessite le calcul du Jacobien, et la résolution de deux sys-
temes linéaires de taille n, X ng.

8.4.4 Calcul adaptatif du pas de temps

Les schémas précédents sont d’ordre global 2 :

2
> |1 — a(tns)p = C (max Atn> (8.80)

On détermine le pas de temps suivant At,; & partir de I'erreur que 1’on
tolere, soit ¢, tel que :
5T|In—|—1|2 >~ C(Atn+1)2 (881)

Par ailleurs on estime 'erreur locale par |z,11 — 112 :

|Tnt1 — Tntile =|Tni1 — 2(tny1) + (tng1) — Tngalo

< [@n41 = @(tngr) 2+ [2(tnt1) — T2

- - (8.82)
~ C'(Aty)? ~ C(Aty)3
~ C'(At,)’

En faisant 'hypothese que C' ~ C' on obtient I'expression du pas de temps
suivant :

Aty = Atn\/ rl@nial2 (8.83)

|$n+1 - fn+1|2

8.4.5 Calcul du Jacobien

Le schéma ROS2 fait appel au calcul du Jacobien de f. Celui-ci est une
matrice de taille n, x n, définie par :

of*

k:L""nSE’ lzl,---:nwa J(f)kl:@

(8.84)

ol f* est la k*™¢ composante de la fonction f et 2! la {*™¢ coordonnée de z.
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Onpose k = (i—1)ns+jet l = (i’ —1)ns+7" ou les indices 7 et i’ dénotent
des espeéces semi-volatiles, les indices 7 et j' renvoient & des tailles d’aérosols.
Le terme (kl) du Jacobien s’écrit alors

ot _ on
ozt 8m{,’

(8.85)

On rappelle 'expression de f* :
fr=dl <Ki =) mENF - (ch)j) (8.86)
k=1

La dérivation de f* comporte une partie linéaire, dile au gaz, et une partie
non-linéaire dile au coefficient a?, & leffet Kelvin 7’ et & la concentration
d’équilibre (c;?)7.

La partie linéaire est calculée analytiquement :

8fk) j AN )
= = —a! N7 & (&), (8.87)
<axl lin '

Comme il n’existe pas de module de différentiation de la Thermodyna-
mique, on approche la partie non-linéaire du jacobien par différences finies,
Soit €juc, au premier ordre on a :

<8fk) oSG (At a) ) = Al ()i (8.88)
non-lin

ox! Tlejac

ol I'on garde arbitrairement constante la concentration gazeuse pour ne pas
la dériver deux fois.
Pour j et j' variant entre 1 et n, on note :

5!

i=1,...,n,, (&);=alNI (8.89)
et o7k
i ’il =1..., Ng » (ej)ii’ - (ﬁ) non-lin (8'90)
On déduit la structure du Jacobien :
e! — diag(d'') —diag(d'?) ... —diag(d" ™)
—diag(d*! :
I = gld™) (s.91)

—diag(d™ 1) . e — diag(d™ ™)



220 Chapitre 8. Condensation/évaporation

Remarques

— Les matrices (¢’) sont indépendantes les unes des autres, illustrant le
fait que le comportement thermodynamique de chaque aérosol ne dé-
pend pas des autres. La calcul de chaque matrice nécessite n, appel a
la fonction f*.

— Le couplage des boites les unes par rapport aux autres est assuré par les
termes diagonaux (d//');. Sans ces termes le Jacobien serait une matrice
diagonale par bloc, plus facile a inverser.

— Par contre, sans la partie non-linéaire, celui-ci ne serait plus inversible,
d’ou 'importance des termes non-linéaires dans le comportement dy-
namique des schémas implicite.

8.4.6 Tests numériques
8.4.6.1 Conditions initiales

Dans le cadre de ces tests 0D, nous choisissons une distribution numérique
d’aérosols de forme bimodale

1 lndp—lndj>2]
n(In dp) o —=——2 8.92
(In Z\/27rlnog p[ 2( Ino} (8.92)

avec pour parametres :

mode | N} (#.em™®) | d? (wm) | o7 (adim)
1 38000.0 0.013 1.6
2 5400.0 0.069 1.8

Le spectre des diametres d’aérosols est discrétisé en ng = 50 boites sur le
spectre de diametre [d7, d)'] avec :
M
dy =0.001 ym , d;" =5.0 um (8.93)
la composition des aérosols est supposée uniquement inorganique et uniforme,
le pourcentage p; en X; dans les aérosols est donné pour toutes les tailles :

Py, = 0.3, pso, =0.0, pyy, =03, pro, = 0.2, pa =0.2 (8.94)

La masse totale m de 'aérosol est calculée a partir du diametre de 1’aérosol
en supposant une masse volumique initiale constante :

m = pa6d2 , pa=1.0g.cm? (8.95)
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Les concentrations initiales gazeuses des especes semi-volatiles sont :

cso, = 2.0 ,ug.m_3 , Cnmy = 2.0 ,ug.m_?’ (8.96)
cNos = 2.0 pg.m=> cc, = 2.0 png.m=3

8.4.6.2 Solution de référence

Afin d’effectuer des comparaisons entre différents schémas numériques, on
établit une solution de référence avec le schéma ETR en prenant £ = 0.0001
et n, = 50. La durée de simulation est 7" = 1000.0 s.

La figure 8.6 illustre I’évolution des diametres d’aérosols pour chacune
des tailles par rapport a leur valeur initiale. On note que la partie inférieure
du spectre a fortement évolué sous l'effet de la condensation du sulfate. On
observe par ailleurs qu’il n’y a pas croisement des différentes trajectoires.

50 aerosol sizes, etr, eps=0.0001
100 e e

initial

1.0 |

0.1 |

dry aerosol diameter (um)

0.01 |

0.1 1.0 10.0

0.001 L
0.001 0.01

dry aerosol diameter (um)

Fi1G. 8.6: Evolution des diametres d’aérosols

La figure 8.7 illustre cette évolution des diametres sur la densité de concen-
tration numérique d’aérosols.

La figure 8.8 montre la composition finale des aérosols en pourcentage. Le
pourcentage en eau se fait a partir de la masse totale, i.e. seche plus humide,
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50 aerosol sizes, etr, eps=0.0001
1010 T T T T T T T T T T T

#aerosol.m-3

initial PSD
"""""" final PSD

5 I I

107 ‘
0.001 0.01 0.1 1.0 10.0

Fi1aG. 8.7: Evolution de la densité de concentration nu-
mérique d’aérosols

50 aerosol sizes, etr, eps=0.0001
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Fic. 8.8: Composition finale des aérosols



8.4. FEtude dynamique 223

alors que le pourcentage en chaque espece se fait par rapport a la masse seche
seulement.
Enfin la figure 8.9 illustre I’évolution de la concentration gazeuse.

50 aerosol sizes, etr, eps=0.0001
3 T T T T T T T T T |

gas concentration (ug.m-3)

O L ool L ool L Lol L L
0 1 10 100 1000
time (sec)

Fi1c. 8.9: Evolution des concentrations gazeuses

8.4.6.3 Comparaison entre ROS2 et ETR

On compare les schémas numériques ROS2 et ETR a partir de la solution
de référence précédente pour différents nombre de tailles n, et pour différents
g,. Le parametre €, du calcul numérique du Jacobien (8.88) est pris égal a
1071% pour tous les calculs.

La figure 8.10 montre 'erreur quadratique relative fonction du temps
CPU. La comparaison entre les courbes pour différents nombre de tailles
illsutre que l'erreur die a la discrétisation est importante. Par ailleurs a
nombre de tailles égal et pour des RMS comparable, le schéma ROS2 est plus
rapide que ETR, sauf lorsqu’on recherche une grande précision, de ’ordre de
1073,

A noter que les résultats de ROS2 sont relativement sensible au parametre

€jac-
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T=1000.0 sec
10.0 ¢ e e \
[ —_——————— e e — — — — — — —
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« 30 etr
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[ ---- 10ros2
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cpu time (sec)

FiG. 8.10: Comparaison entre ROS2 et ETR

La figure 8.11 montre 1’évolution du pas de temps pour les deux schémas,
le temps CPU dans ce cas pour ETR de ROS2 sont respectivement 15.98 s
et 2.92 s.

La derniere figure 8.10 met en évidence différents paliers d’erreur liés a la
discrétisation de la taille d’aérosols. Afin d’illustrer I'impact de ces erreurs on
montre respectivement dans les figures 8.12, 8.13 et 8.14 la comparaison entre
la solution de référence et les solutions de ROS2 pour n, = 10, n, = 30 et
ns = 50. On note que le “gros” des erreurs se concentre sur les petits aérosols,
laissant le reste du spectre d’aérosols relativement stable.

En conclusion, le passage d’une erreur relative quadratique de 1073 & 1
ne représente pas une dégradation sensible de la solution, sauf pour les petits
aérosols lorsque l'intégration se passe mal.
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time step (sec)

mass percentage

50 aerosol sizes, eps=0.1, T=1000.0 sec
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Fiac. 8.11: ETR versus ROS2 n, = 50, ¢, = 0.1
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FiG. 8.12: Référence versus ROS2 n, = 10, &, = 0.1
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30 aerosol sizes, eps=0.1, T=1000.0 sec
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F1a. 8.13: Référence versus ROS2 ny = 30, ¢, = 0.1
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F1a. 8.14: Référence versus ROS2 ny = 50, ¢, = 0.1
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8.5 Conclusion

Dans cette partie, nous avons développé les différentes méthodes de résolu-
tion de la condensation /évaporation. Le petit nombre de points auxquels nous
sommes contraints dans un modele 3D nous a conduit a préférer I’approche
lagrangienne, et tout particulierement le modele de boites lagrangiennes, dont
les équations peuvent étre résolues par le solveur en temps implicite ROS2.

Ce dernier, comparé au solveur explicite ETR, se révele plus rapide pour
une précision donnée, mettant en évidence la raideur numérique de la conden-
sation/évaporation.

Dans la suite, la condensation/évaporation est donc discrétisée suivant un
modele de boites lagrangiennes, puis intégré par le solveur ROS2. Les bornes
seront interpolées d’apres la partie 8.3.4.
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Chapitre 9

Réduction

Résumé

En dépit des hypotheses effectuées afin de simplifier les équations de
la GDE, celles-ci demeurent un systéme raide du fait de la condensa-
tion/évaporation. Cette raideur tient au fait que l’on tente de résoudre si-
multanément des tailles et espéces aux temps caractéristiques trés dispersées.

Dans ce chapitre je m’intéresse aux possibilités de réduction de la conden-
sation/évaporation, c’est-a-dire de résoudre séparément les espéces lentes
et les especes rapides. De telles initiatives ont déja été développées dans
[126, 125], et permettent de réduire significativement le coit calcul des mo-
deles d’aérosols.

Ces modéles réduits sont souvent qualifiés de “hybride” car les espéces
lentes y sont résolues dynamiquement, ce que nous avons fait jusqu’a présent,
alors que les tailles et espéces rapides sont supposées en équilibre avec la phase
gaz, et résolues par un modele d’équilibre.

Je mets tout d’abord en évidence la raideur du systéme ainsi que sa ré-
partition sur l’ensemble des tailles et espéces du modéle, ce qui permet de
distinguer espéces lentes et espéces rapides. Je présente ensuite différents
algorithmes de résolution des espéces rapides, rencontrés dans la littérature
([127, 18]), et effectue quelques tests numériques.

Ce chapitre a fait ’objet d’un article soumis a Journal of aerosol
Science.
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Abstract

The dynamical behaviour of atmospheric aerosols is characterized by a
wide range of timescales, especially due to the fast growth of small particles
through condensation/evaporation. The resulting models are particularly stiff
and their numerical simulation still remains a challenge. Some techniques
based on the assumption of condensation-evaporation equilibria are usually
advocated in order to circumvent these difficulties.

The objective of this article is to review the different approaches and to
investigate these points on a theoretical basis. The appropriate framework is
the theory of reduction for slow/fast models, for which many tools are already
available. We also propose a hierarchy of reduced models and compare some
numerical algorithms in the case of inorganics.

Keywords

Aerosols, particles, GDE, condensation, evaporation, mass transfer, re-
duction, hybrid, equilibrium, dynamic, lagrangian, bins, bulk, size-resolved,
slow /fast species, lumping, thermodynamic model, isorropia, inorganics .

9.1 Introduction

The accurate modeling of aerosol dynamics is a crucial issue in atmos-

pheric sciences for many reasons :

— small particles may have a direct impact for health and as such are
a key component for air pollution models : the smallest particles are
supposed to have the most adverse effect ;

— the coupling with gas-phase through condensation/evaporation may
modify the gas-phase concentrations and depends on the size distribu-
tion and chemical composition ;

— at larger scales, the (direct) radiative impact of aerosols is still uncertain
and is strongly related to the size distribution and chemical composition
of aerosols;

— through cloud condensation on existing particles (the Cloud Conden-
sation Nuclei), which is strongly related to the size and composition as
well, the aerosols also have an (indirect) effect for the radiative state of
the atmosphere.

The aerosol dynamics is based on the so-called General Dynamics Equation
(GDE) for aerosols, which describes the time evolution of the particle size
distribution (PSD in the sequel) and of the chemical composition in a well
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stirred tank reactor. This corresponds in practice to a grid cell of a three-
dimensional eulerian Chemistry-Transport-Model.

The processes to be described are nucleation, (brownian) coagulation and
condensation/evaporation (gas to particle conversion). We refer for instance
to [1] for a general presentation.

The numerical simulation of the GDE is still a challenging point in current
Chemistry-Transport Models : the resulting equations are integro-differential
equations with a large number of discretized degrees of freedom (in prac-
tice : the product of the number of chemical species taken into account by
the number of size bins in a size-resolved approach). A key feature is rela-
ted to the wide range of the characteristic timescales related to condensa-
tion/evaporation. This induces the well known stiffness of the evolution sys-
tem, which may be characterized by fast transient phases (the quick growth
of small particles) and the need for appropriate numerical tools for time in-
tegration (implicit methods rather than explicit ones).

The numerical counterpart is a drastic increase of CPU time, even
with the best available (implicit) solvers. An alternative approach is ba-
sed on assumptions related to the equilibrium of condensation/evaporation.
Many techniques have already been proposed. For a long time, condensa-
tion/evaporation has not been dynamically solved and a bulk equilibrium
was supposed ([17, 19, 128, 15]). Size-resolved equilibria ([16, 129]) or bulk
equilibrium with size-resolved redistribution ([127]) have also been proposed.
One very promising method is the so-called hybrid approach ([126, 130]) with
a partition of the distribution into small particles (supposed to be at equili-
brium) and large particles (given by condensation/evaporation dynamics).

These works have been mainly led in the framework of 3D modeling and,
up to our knowledge, a theoretical investigation has not been led before.
The objective of this paper is to apply an appropriate theoretical framework
(that is the theory of reduction of slow/fast systems) to the GDE and to
derive the appropriate reduced models. This article is therefore a follower of
previous works devoted to the reduction of atmospheric chemistry : gas-phase
chemistry ([131]) and aqueous-phase chemistry ([41, 132]) have already been
investigated.

In a first step, the objective of this article is not to propose an alternative
to the currently used methods for 3D modeling : there are many reasons for
uncertainty (lack of emission data, lack of size-resolved data, modeling of
Secondary Organic Aerosols) and, at this stage, this is perhaps not a crucial
point to minimize the error related to equilibria assumptions. However, we
think that this is valuable to give a common basis to these approaches and to
use some tools that have already been used for similar problems. The focus
of this article is then the methodology and the assessment of the validity of
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reduced models.

This article is organized as follows.

We briefly recall the GDE in the first section with a special attention
paid to a lagrangian formulation of the condensation/evaporation process.
The magnitude of timescales is also estimated. In the second section, we give
the main features of slow/fast systems and we present the reducing methods
and the application to the GDE. Some numerical tests are presented in the
third section with a system of inorganic atmospheric aerosols, based on the
thermodynamic model Isorropia ([19]). We also propose some appropriate
methods for solving the reduced models, which appears to be particularly
difficult to be integrated.

9.2 Multicomponent GDE for aerosols

9.2.1 Background
9.2.1.1 Notations and units

In the sequel, aerosol number is symbolized by #, aerosol mass is expres-
sed in pg, air volume in m?, and time in seconds s.

The number size distribution (NSD), in #.m™2.ug™", is described by a
continuous density m +— n(m,t) with respect to aerosol mass m, so that
n(m,t) dm represents the number concentration of aerosols whose masses
range between m and m + dm, at time t.

Let n. be the number of aerosol chemical components X;. The mass size
distribution (MSD) of X;, in ug.m=3.ug™", is described by a continuous den-
sity m — g;(m, t).

We define m; the amount of X; in one single aerosol : m; = % such that
Y ore, mi(m,t) = m. We use internally mixed aerosols, that is to say that m;
only depends on aerosols size : the aerosols with the same size have the same
composition.

Let I;(m,t) be the condensation/evaporation (c/e) rate of semi-volatile
species X; to aerosols of mass m, in pg.s~'. The total c/e rate for one aerosol,
usually referred as the growth rate I, is defined by :

Iy(m,t) = 2Ii(m, t) (9.1)

We note Jy(t) the nucleation rate, i.e. the number of aerosols nucleated
per units of time and air volume, expressed in #.m=3.s7%.
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Let mg be the smallest aerosol mass, below which an aerosol is no more
stable, above which it begins to grow by condensation. Therefore this mass
is determined by the nucleation process.

We define the coagulation kernel K (my, my) as the collision rate between
two aerosols of masses m; and mq, in m3.s7!. The relevant process for at-
mospheric aerosols is mainly brownian motion.

We note x; the production rate of species X; due to chemical reactions

inside one single aerosol, in pg.s™!.

9.2.1.2 0D Eulerian equations

The physical processes that govern the aerosol distribution are coagula-
tion, c/e, nucleation and internal chemical reactions. The NSD and MSD
satisfy the following equations ([1, 67]) :

g—?(m, t) =0(m > 2mo)% / ) K (i, m — m)n(m, t)n(m — i, t) di

mo
~ J
-~

coagulation gain

—n(m,t) /oo K (m, i)n(ri, ¢) s — d(Ion)

. o . om

WV
coagulation loss

c/e advection

9.2)

m—mo

—(m,t) =0(m > 2my) / K(m,m — m)q;(m, t)n(m — m,t) dmn

TV
coagulation gain

— qi(m, t) / " K (m, mn(m,t) din (9.3)

mo
N J

v
coagulation loss

0(1yq;
E?:nz) + (Lin)(m,t) + xi(ma,...,ma,, t)n(m,t)
c/mv/e;i/on c/e mass transfer chemical pr?)fiuction rate

with boundary conditions determined by nucleation :
(Iy n) (t) = Jo(t), (1o q;) (t) = my(mo, t)Jo(t) (9.4)
mo mo

The function §(E) is equal to 1 if the logical expression E is met, to 0 other-
wise.
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For the purpose of this article we will focus on the c¢/e process, so omiting
coagulation and nucleation. However coagulation is often neglected in urban
simulations ([56]) and numerical resolution of (9.2) and (9.3) is usually done
by splitting, making this approach still relevant.

9.2.1.3 Lumping

Chemical production rates y; mostly refers to reversible reactions, as so-
lid precipitation or ionic dissolution. As these reactions are usually much
faster than other physical processes, we would like to avoid solving them by
introducing lumped species.

For example ammoniac can exist either in liquid state (N H3);, either in io-
nic state N H; , or in solid state associated with other species, e.g. (N H,Cl)s.
We then define for ammoniac one lumped species N Hs, which gathers all pos-
sible states of ammoniac in aerosol, whose density is defined by :

M M
A NH3 NH3 9 5
q q q qNH Cl .. .
NH3 (NH3), M ; NH] M Cl 4 ( )

where M; stands for the molar mass of species X;. As the total amount of
ammoniac is conserved by chemical reactions, the chemical production rate
of NHj is zero :

~ MNH
XNH; = X(NH3); T 73XNH2’ +

M
T ﬂXNHlel-i'"':O (9.6)
NHy

Mnyw,c
In the same way we define n, densities ¢; for lumped species X; such that :

o,
ot

(Iin)(m,t) (9.7)

where m; is the single aerosol mass for lumped species X;, defined by ratio
Gi/n, and I; is the c/e mass transfer for lumped species X;, defined in the
same way as (9.5).

We now refer to non-lumped species as internal ones, given by the ther-
modynamic equilibrium :

Xi(mi,...,mp,,t) =0 (9.8)

Furthermore, the c/e of water is usually much faster than any other lum-
ped species ([133]) due to its relative abundance in atmosphere, which may
drastically increase the stiffness. Water is then usually supposed to be at
equilibrium.
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In order to avoid solving water, densities ¢; are rewritten with respect to
dry aerosol mass my. We define the new NSD my +— n?(mg,t) and lumped
MSD myg + §¢(myg,t). Following (9.2) and (9.7), we have :

d T .d ~d
a@lt(md, p) + 2a) %

ot

O(Laf) _ (Iin®)(ma, ) (9.9)

ZO, (md,t)—i—

omy omyq

where I, is the dry aerosol growth rate. The application of (9.7) for H,O
leads to : .
Tmo=0 (9.10)

The equations (9.8) and (9.10) together with mass conservation consti-
tute the inorganic equilibrium model we have to solve to get internal species
concentrations and aerosol liquid water content. In practice, this model is sol-
ved by a thermodynamic model for inorganics. Among a list of candidates,
we use in practice Isorropia [19].

Notice that this is a first reduced model of the initial exact model.

9.2.1.4 Gas equations

As c/e is a transfer process between gas and aerosols, we have to write
the corresponding equations for gas concentrations. We note ¢/ (t) the bulk
gas concentration of semi-volatile lumped species X;, in ug m=3. The mass
conservation of species X; gives :

c () +/ Gi(maq,t) dmg = K; (9.11)
mdo

where K; is the total concentration of lumped species X;. From (9.9) we
derive :

def T
dt = — (Izn )(md, t) dmd (912)
mdo

In order to avoid too heavy notations, we rename the dry aerosol mass m?

in m, all lumped densities ¢¢ in ¢;, all mass transfer rates I; in I; and I, in
Iy, for the next sections.

9.2.1.5 Logarithmic scale

Because NSD and MSD lie on several orders of magnitude, (9.9) is gene-
rally written in a logarithmic scale. Let us define densities x — n(x,t) and
x +— g;i(z,t) with z = In(m). As :

n(z,t)de =n(m,t)dm , ¢(z,t)dz = g¢(m,t)dm (9.13)
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we obtain :
n(z,t) = m n(m,t) , g(z,t) =m ¢(m,t) (9.14)
For the new densities, we derive from (9.9) :
on J0(Hyn) 0q; 0(Hoq;:) I
(z,t =0, Lyt = (Iin)(z,1) , Hy=-2 (9.15
Mass conservation (9.11) and bulk gas (9.12) are respectively :
o A dc_;] (e 9]
al(t) + gi(z,t)dz = K; i L(e®, t)n(z,t) dx (9.16)
xo zo

9.2.2 Lagrangian formulation

In order to study the dynamics of ¢/e we choose a lagrangian approach.
This formulation is particularly appropriate in order to study the dynamic
behaviour of aerosols [86, 84, 105]. Notice that the eulerian logarithmic for-
mulations were also found to lead to numerical diffusion ([92]) due to the
advection term.

The aerosol size spectrum is discretized in n, lagrangian bins [27,777!]
j=1,...,n, Let us define the c/e characteristic curves :

dz?
dt

Provided that the ng + 1 curves cannot cross themselves, we can define
integrated quantities over each bin :

j=1,...,n,+1, = Hy(3,1) (9.17)

FIH1(¢) ' TITL(t)
N(t) = / @) de , Q(t) = / 6i(o.1) dz (9.18)

zi (t) i (t)

We then integrate (9.15) over each bin j =1,...,n, :

dN? dzitt dz’ . 7 o
— 7J+1 _ =] _
p” t) n n(z77, 1) o n(z?,t) +/m' T (z,t) dz
Fi+1
. . 7 5(H, 9.19
=(Hon)(z7*1,t) — (Hon)(a, 1) — / | o a;”) (z,t) dz (9-19)
=0

The advection term due to c/e exactly compensates the bound variations,
so that N7 remains constant under c/e. In the same way, the integrated
quantities Qg are given by :

zi+1

dc%q () = / e (a1 da (9.20)
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Note at this stage that (9.20) is still exact. The crucial point is that it does not
provide a way for computing Qg as the NSD z — n(z,t) is not known inside
each bin. We have to propose a kind of closure scheme by approximating
x +— n(z,t) in each bin.

The simplest closure scheme is to approximate x — n(x,t) by constant
functions :

vel@ @M, () = ],\5((;)) WM EETW - (9.21)

so that (9.20) becomes

dQl [T L(et, )
W(t)—N(t)/jj T(t)da: (9.22)

The c/e growth I;(e*,t) can then be approximated by the following closure
scheme :

Ne ) ) J
S [jjajj+1[ ) IZ(exat) = Iz(m]at) ’ m] = ng ) Ng = Q_; (923)
j=1
and (9.20) is finally approximated by
j .
dc% (t) = N L,(m 1) (9.24)

The mass conservation and bulk gas equations (9.16) are simplified as :

SNy dc? T
9(t () £ K; L =Y [NI 9.25
cz(>+jz_;czz<> o Z (9.25)

The bounds in (9.17) still need to be solved and a kind of closure scheme has
to be chosen. By defining 7/ = In(1n/), (9.24) leads to :

i .
j=1,....n,, 7“”; = Ho(#,1) (9.26)

which is similar to (9.17). The time integration over [t,, ] gives :

. . tb . .
j=1,...ms, 3 -3 = [ Hy(3(t),t)dt £ A7 (9.27)
ta
. . tb .
j=1...,n,+1, 7 -7 = Hy(Z(t),t) dt (9.28)

ta
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As 77 and 2/ are similar quantities, one idea is to compute each bound by
interpolation of its adjacent bins. (9.28) is then replaced by

§=2,.,m5, T -7 =(1-a)AF T +aAF |, a="2""2 (9.29)
b — 7

where #), Z and ZJ are known quantities. The lowest bound Z} and the

uppest bound zj**' can be extrapolated.

9.2.3 Mass transfer
9.2.3.1 Condensation/evaporation rate

Let us first recall the c/e transfer rate expression for species 4 in bin j :

1 = 2an DIy (3, 00 (& — () () 0) (9.30)

Dy is the air-diffusion coefficient of volatile specie X;. d? is the aerosol wet
diameter. f(K7} , ;) is the correction function ([71]) due to non-continuous
effects, depending on Knudsen number Kgi and accomodation coefficient «;.
¢} is the X bulk gas concentration. ¢f is the X; gas concentration near the
aerosol surface. 77/ is the Kelvin effect correction.

The gas concentration ¢ near the aerosol surface usually obeys to a re-
laxation model towards Henry/Raoult laws. As this relaxation is much faster
than any other processes ([1]), the surface concentration is replaced by the
equilibrium concentration :

() = (i, ..., ) (9-31)
This later concentration can be obtained from thermodynamic equilibrium
models, such as Isorropia and [134] for inorganics. A pseudo-ideal aerosol
solution is used for organics ([30]). Furthermore as equilibrium laws only
depend on mass fraction, multiplying lumped masses m! by any positive
number A\ does not change equilibrium concentrations :

VA> 0, I(md, ..., imd) =l (md,. .., mi) (9.32)

2

so that (9.31) is equivalent to :

() =c"(Q,..., QL) (9.33)
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By replacing the bulk and surface gas concentrations with their expression
in (9.25) and (9.33), the equations (9.24) are modified as :

dTCf(t) = Na(t) (Ki - i@?(t) — gl QL. Qz%)) (9.34)
j=1

which defines a system for the integrated quantities Q{ .

Nevertheless, this system is not yet completely closed as the transfer rate
depends on aerosol diameter, to be computed according to integrated quan-
tities Q7.

Aerosol volume

As aerosol diameter is needed to compute the c/e mass transfer, we have to
compute the aerosol volume, noted v, in um?, from integrated quantitites.
This one can be computed according to the aerosol internal chemical compo-
sition, which is itself a result of equilibrium models. If there exist both solid
and liquid phases, the aerosol volume is the sum of each volume’s phase :

Up = VUgld + Viig (935)

Each solid forms one pure phase, the solid phase’s volume is exactly the sum
of all existing solids’ volume, labeled by i :

mis

*
Pi,

is

where m;, is the X; solid mass computed by the thermodynamic model, and
p;, its pure density.

The liquid volume is usually an extensive function of aqueous and ionic
species, labeled by 7; :

Vliq = Z V;lnz-l (937)
Ui

where n;, is the molar number of X, computed by thermodynamic equili-
brium, and V;, the partial molar volume of X;, in the given liquid mixture.
Expressions (9.35), (9.36) and (9.37) are still exact. However V;, is a non
linear function of aerosol composition, which is not well known, and so ap-
proximated as follows :
M;
Pi
with M; the molar mass of liquid component X; and pj its pure liquid
density.

Vi, ~

1

(9.38)
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9.2.3.2 Mass-flux limitation

The aerosol system to be solved is for i =1,...,n,and j =1,... n, :

dﬁi (t) = N'ai(t) <Kz' - ; QI(t) —n (@, .., %)) (9.39)

)
2

As pointed out in [134] the mass transfer has an upper bound :

Q!

(1) < Nal(6)cd (1) (9.40)

(3

but no lower bound due to the fact that the gas equilibrium concentration
¢;? is not bounded. System (9.39) may then become very stiff in case of
evaporation.

To overcome this stiffness, the idea developed in [134] is to restrict the
mass transfer rate I; of species X; to a given percentage A of X; mass m;
existing in one aerosol. A is usually near of magnitude 10%.

Nevertheless this restriction cannot be applied independantly on each
species because they are, especially inorganics, coupled by internal chemical
reactions. The restriction process must respect the internal chemical system,
and then be applied to the stiffest internal species.

For inorganics, let us assess the hydronium time scale for H* cations,

noted Tg+ :

N+ . ng+
\Ju+|  12Jmys0, + Juci + Junos — INs|
ng+ Iz

2 ) Jz - s
2|Jmys04| + | e + | Javos| + | Inms| M;

TH+

(9.41)

where ng+ is the molar number of H* in given aerosol, expressed in mol, and
J; the molar transfer rate of species X;, expressed in mol.s™'. From (9.41)
one gets :

Ng+ nNg+ .
TH+ 2 TMH,50, NHNO; nHOlL TNHg 2 m.ln(Ti) (942)
2 : nNg ¢
TH,SO0y THNOg THCI TN Hg

with ng = 2np,s0, + nuNOs + NECI + NNE,. In most cases the ratio between
ng+ and ngy is very small and this inequality shows that the timescale for
hydronium ions is much smaller than the smallest timescale ([135]) of X
lumped species.

The inorganics flux limitation has then to be applied to Ht flux.
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9.2.4 Timescales

Such models are characterized by a widespread of timescales and we now
derive some estimations of these timescales.

Let us write 77, 77, and 77 the time scales for X; species in aerosol bin 7,
for bin j as a whole and for the gas phase X;, respectively. They are given in
a first approach by :

g
. . c;

Py R 9.43
A Bt .

The global aerosol timescales can be derived from that of its components
as follows :

Y el el el :
= ﬂ] = Zzil m; > Z:l:lmj“ = ity —- > min(7]) (9.44)
I DY R D DS St T
This means that the whole aerosol timescale is controlled by the fastest spe-
cies in the given aerosol. The time scale for the gas phase can be derived
from that of aerosols as follows :

g g9
&

g __
T = _
Ng ] :
\2- NS

]:

9
G ]

9

C [

> - = : > min(T-j)
pu s . ~ . p— L g 7
St [HING e oy Ki—e g

i

(9.45)
This illustrates how the gas-phase timescale is controlled by the fastest aero-
sol bin for the given species. As already mentioned in [136], gas equilibrium is
governed by the fastest aerosol bin. The gas-phase timescale can be even fas-
ter than the fastest aerosol bin, depending on the ratio ¢ /(K; — ¢) between
X; mass concentration in gas and aerosols.
The aerosol timescales 7/ are then the key parameters and we now inves-
tigate their behavior according to the aerosol size. On the one hand m! can
be roughly said to be proportional to the aerosol volume :

] ~ (d)? (9.46)

by assuming a constant aerosol density. .
On the other hand, the c/e transfer rate I} is proportional to the aerosol
diameter in continuous regime and to its square in free molecular regime :

Ky>1=I ~(d)?, Ky, <1=1I ~d (9.47)
with K, the Knudsen number. From (9.46) and (9.47) we get :
Kpy>1=7l~vdl, Ky, <1=7] ~ (d)? (9.48)
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This indicates that the aerosol timescales may range over many orders of
magnitude such as the aerosol diameters. This behavior is illustrated in figure
9.1 through the evolution of 7/, the timescale for inorganics species under
initial conditions defined in section 9.4.1.

50 bins, alpha=0.5, bimodal NSD
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[&] e ]
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F1a. 9.1: Evolution of the aerosol timescales with respect to
size.

One can note the change of behavior between the free molecular and
continuous regimes as the slope of each species’s curve slightly increase with
diameter.

9.3 Slow/fast reduction of the GDE

9.3.1 Reduction methods
9.3.1.1 Slow/fast systems

Slow/fast systems are characterized by the possible partitioning of the
degrees of freedom into a set of slow species and a set of fast species, x and
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hN y=h(x)

X

Fia. 9.2: Convergence to the reduced model for two initial conditions.

y respectively. The evolution model is therefore under the form :

dz

o =@y, 6% =g(zy), x(0) =10, y(0)=yo (9-49)

where € is a small positive parameter which describes the ratio of fast ti-
mescales to slow timescales. € is of course not given in practice (unless an
appropriate scaling of the initial model is performed) but the key assumption
is that we should be able to write the model under this form (appropriate for
understanding what happens). f and g describe the dynamics for z and y
respectively.

The key result is that the initial model given by Equation (9.49) may be
approached up to the first-order in € by a so-called reduced model, after a fast
transient phase whose length is of magnitude e (figure 9.2) :

dz

E:f(xay) ) g(xay)zoa ZE(O):$0 (950)

The evolution of the fast variables is then given by an equilibrium with
the slow variables : this is of course an extension of the so-called Quasi-Steady
State Assumption of chemical kinetics. The key point is that this does not
depend on the initial conditions.

The equilibrium is supposed to give a solution y = h(x), which gives
some constraints for the initial partitioning into slow and fast components.
The reduced model (9.50) is no stiff and can be easily integrated with explicit
methods under the condition that the constraint g(z,y) = 0 may be solved.



9.3. Slow/fast reduction of the GDE 247

9.3.1.2 Some numerical criteria

In practice, the models are not under the nice form (9.49). As said before,
scaling the initial variables is supposed to lead to such a form. This is of
course not useable as such and some numerical criteria can be used in order
to perform the partition of the initial variables. We now suppose that the
model is under the general form :

.
d_j = F(2), 20)=%, Z€R" (9.51)

and we want to write the associated model (9.49) by partitioning 2.

1. A first method is based on the study of the eigenvalues of the Jacobian
matrix J = 0F/0z. The stiffness of the model (the slow/fast behaviour)
is deeply associated with a wide range of the eigenvalues (whose abso-
lute values have the inverse values of the characteristic timescales). Let
A < Ap1-.-A1 <0 be the negative eigenvalues of the model. There is
a gap such that :

)\n—p—H < /\n—p (952)

which defines n — p slow modes and p fast modes. If we write u; the
eigenvector associated with \;, we may define the subspace of fast va-
riables (resp. slow variables) V; (resp. V) through :

Vi =vect(Up—pi1-.-Un) , Vis=vect(ui...uUn_p) (9.53)

A good criterion for assessing whether a variable z; is a slow or a fast
degree of freedom is therefore to project it onto Vy and V; by computing
the norms of its fast (resp. slow) projection py (resp. p;) through :

i=n t=n—p

(r)i= Y, (@), ();= Y ((@))*, (9-54)

t=n—p+1 =1

where we have assumed that the vectors # are orthonormal vectors and
(@), is the j-th component of .

If (pf); > (ps);j, 2; may be considered as a fast variable.

The advantage of this method is its generality and the complete descrip-
tion of the dynamical behaviour of the model through the eigenvalues
and the eigenvectors of the linearized model. The drawback is the CPU
time needed for computing the eigenvalues.
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2. A second method is based on the so-called QSSA ratio associated to
z;. We assume that the time evolution of z; may be written under the
form :

dz;

with P; > 0 and C; > 0 the so-called production and loss terms,
respectively. The QSSA ratio is then defined by :

[Py = Gy
I s = .
(Tossa); P; +C; (9.56)

If (Igssa); < €y, with €, a small value provided by the model user, z;
is supposed to be a fast variable. Notice that this criterion is very easy
to be implemented. In pratice, €, is set to values ranging from 1% to
10%. This criterion is a way for scaling the system and checking the
validity of the algebraic constraint of the reduced model g(z,y) = 0.

9.3.2 Application to the GDE

For the purpose of the application to the GDE, we rewrite the system
(9.39). We define the vector Z of length n, = n, X n; as :
l=1,...,n,, 2=QF , I=(G—Un,+k,1<k<n,, 1<i<n, (9.57)

where (i — 1) and k are the euclidean division result of [ by n,.
The evolution of Z'is then given by :

9
3

—:F(E,t)a E Nk k < ZQ] eq Ql""?QfEe))

~ J/
-~

k
Ii

(9.58)
In the following section we will refer to any z; as species, although z; and 2,
may refer to the same chemical species but in different bins.
As underlined before, we have to derive some numerical criteria in order
to distinguish between slow/fast species.

1. The first method requires the Jacobian matrix J of the system (9.58),
which is defined by :

oF,
8zl2

(I, b)) e{1,...,n, Y, Ju, = (9.59)
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If Iy = (41 — 1)ns + k1 and Iy = (ia — 1)ns + ko, we have :

oIt
T, = NP —2- (9.60)
0Q;;
After some tedious manipulations, we obtain :
k1 k1 €
J _Nk1 80’_2'1(09 ok (Ceq)kl) + akl aczgl B a(nil (Cilq)kl)
lils — P) ko \"i1 nil i1 i1 0 k2 0 k2
Qiz Qi2 Qi2
k1
e B (1)
" an; an; cflzcste
linear h non?i:lear g
(9.61)

where the bulk gas-phase concentration ¢} is kept constant along the
derivation in the nonlinear part.

The mass conservation equation (9.25) provides an easy derivation of
the linear part :

g . .
oci, —{ O A (9.62)

QL I A
The nonlinear part needs to differentiate thermodynamic equilibrium,
which is not possible with current models due to thresholds and discon-

tinuities of thermodynamics. Therefore this ( highly ) nonlinear part is
approximated by finite difference :

oI N P QP (L4 gjac)s- ) — I (..,QP, )

~ (9.63)
oQk Qi €jac
where €j,. is a small constant, around 1078.
Let us note \; , [ = 1,...,n, the jacobian eigenvalues. Then the
Jacobian matrix meets :

PYJ(f)P = diag(\y) , P = (¥1,...,%,,) (9.64)
where P is the matrix whose columns are eigenvectors of the Jacobian
matrix. Let (€1,...,¢&,,) be the canonic basis of R":. The inverse ma-
trix P! represents the canonic basis decomposition over the basis of
eigenvectors :

l=1,....n,, &= (P Yt (9.65)

k=1
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In order to distinguish between slow/fast species, each vector € is split
into vectors (€)p; and (&);, defined by

(gl)hz = Z (P_l)kl ﬁk ) (gl)lo = Z (P_l)kl ’Uk (9.66)

k/Ax>Ae k/Ap<Ac

where ). is a cut-off value. This means that for each species z; we sepa-
rate the contribution of processes faster and lower than 1/). seconds.
So the higher the ratio |(€})ni|/|(€1)10| is, the more species z; will reach
equilibrium within time 1/A..

2. The second method deals with QSSA ratio. According to the expression
of I¥ (9.58) the relevant QSSA ratio for each unknown z; is :

of —m ()" .
j =G TS ) 1)n, + k 9.67
(Igssa)i T (i —1)n (9.67)
After partitioning, the reduced system is under the form (9.50). The fast
species y are now solved by the thermodynamic model g(x,y) = 0, which
corresponds in practice to the so-called “forward mode” of thermodynamic
models such as Isorropia ([19]).

Let us conclude this subsection with one remark. The main limitation of
this approach comes from the fact that all species within one bin have to
be either slow or fast species, due to the fact that the equilibrium model
within one bin involves all species. This may be in practive not relevant due
to different behaviour of species and bins.

9.3.3 Some numerical methods

As aerosol timescales mainly depend on their size, let us assume one
cutting size below which all aerosol species are fast, slow otherwise. We label
this bin by j.. The thermodynamic model g then corresponds to :

1<i<ne, 1<k<je, Ki=> Q@ —nfc"(Q},...,QE)=0 (9.68)

=1

The usual thermodynamics models (Scape2 [17], Isorropia [19]) only take
into account one aerosol size. Some appropriate numerical methods have the-
refore to be developed for solving the reduced model over many bins. We
present here the so-called bulk approach ([127]) in which all sizes are merged
and redistributed after equilibrium, and the general size-resolved approaches
(for instance [18] with specific iterative algorithms).
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9.3.3.1 Bulk equilibrium

The bulk equilibrium approach developed in [127] proceeds in merging all
the bins supposed to be at equilibrium. Let B; be the mass of X; species in
fast aerosols and K; be the available mass for gas-phase and fast aerosols :

1<i<ne, Bi=zﬁ:Qg, Ki:Ki_ng (9.69)
j=1 j=jc+1
Then we can rewrite system (9.68) in the form :
1<i<n,, 1<k<jo, Ki=B+nf" Q... Q) (9.70)
The bulk equilibrium approach consists in replacing this system by :
1<i<n,, Ki=Bi+c%B,...,B,,) (9.71)

in which all sizes have been merged into one (bulk) size and the Kelvin effect
is neglected. Then (9.71) can be directly solved by a thermodynamics model.

We thus get equilibrium concentrations (B;?) that have to be redistribu-
ted over fast aerosol bins (1 < j < j.). A possible algorithm is :

ak N*
1<i<ng, 1<k<je, @)"=Q+fi(B'-B), ff=""F5
;0:1 agNJ
(9.72)

Let us briefly investigate the underlying assumptions needed for this ap-
proach. First, it is necessary to assume (H1) that the mass fractions are
uniforms over the fast bins :

k
1<i<n., 1<k<g., %Zyi (9.73)
=1
The mass fraction has also to be equal to :
B;
1<i<n,, S B =y (9.74)
it=1 ¢

and the following equality is valid :

1<i<ne, 1<k<je, ¢"(QF,---,Qn) =¢"(By,-, Bu) = ()"
(9.75)
We assume (H2) that the Kelvin effect may be neglected. According to as-
sumptions (H1) and (H2), the equations (9.70) and (9.71) become equiva-

lent.
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In order to justify the redistribution algorithm (9.72), let us recall (9.39)
for fast species and apply the former assumptions :

k
1<i<n,, 1<k<ge, dff; (t) = N*ai (2) (cé’ - ch) (9.76)

which provides for concentrations B; :

1<i<n,, ddl?' (t) = (i Nl (t)) <c§ - cj‘I) (9.77)

j=1

At this stage we assume (H3) that the variation within one time step [t,, 2]
for the c/e coefficients o} () may be neglected. The integration of (9.76-9.77)
over [t,,ty] gives then :

J Je

da’ o
1<j<jo, S 00= AQF ~ afNFAe;, AB; ~ <zagNﬂ>Acz- (9.78)

dt

=1

with

Ac; =/tb (cf(t') — 1By (t'),..., By, (t'))) dt' (9.79)
AQY é(Ct?ai-“)““’ —-Qf , AB;£(B)*“ - B; (9.80)

We finally obtain the redistribution algorithm (9.72) :
ak Nk

i1 a; N

1<i<ne, 1<k<j., AQF= AB; (9.81)

The bulk equilibrium approach is then valid provided that the Kelvin
effect, the time variation of c/e coefficients and the size variation of mass
fraction may be neglected.

9.3.3.2 Size resolved equilibrium

We list in this section two classical methods :

1. A first approach is related to a fixed point algorithm.

The basic idea is to apply the thermodynamics solvers sequentially
for each aerosol size ([18]). This loop over all aerosol sizes has to be
performed until concentrations reach a stable value.
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Let us give the example for one iteration. The equilibrium is solved
from bin j. to bin 1, i.e. from the slowest bin to the fastest bin

1<i<ne, KlF=QF+¢ (9.82)

We then get the equilibrium concentrations (@)% et (c{%)%. The gas
concentrations are then used for the next equilibrium calculation

1<i<n,, KIF'=Ql " 4 (£ (9.83)
from which we get the aerosol equilibrium concentrations (Q?~')¢? and
the new gas equilibrium concentrations (c{?)%. At k*" step we solve

1<i<ne, KF=@QF+ () (9.84)

When label £ reachs the first bin, we get the final gas equilibrium
concentrations, (c;?)! to be used in next iteration.

This iterative process ensures mass conservation : when summing (9.84)
we get :

Je Je
P<i<ne, 3 QI+d =3 @)1+ =K (989

J=1 J=1

. A drawback of the former method is that a fixed point algorithm is
known to fail for stiff algebraic systems, for the same reason that im-
plicit methods are advocated rather than explicit methods for time
integration.

Another way to perform size resolved equilibrium (9.68) is then to apply
well known numerical techniques for nonlinear systems ([137]), such as
Newton-Raphson methods. We use in practice a quasi-Newton method,
the so-called BFGS minimization algorithm [138].

9.4 Numerical tests

9.4.1 Setup

We define in this part initial conditions for all our numerical tests.
The aerosol NSD is a log-normal distribution with two modes :

T A KL= L I
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where N, o} and d} are respectively the aerosol number concentration, the
standard deviation and the mean aerosol diameter for each mode 3.

N} = 38000 #.cm™ , N2 = 5400 #.cm™

oy =1.6 , 0.=138 (9.87)
1 __ 2 __

d, = 0.013 pym , dy=0.069 um

The aerosol diameter ranges between dpin = 0.001 um and dmax = 5.0 um,
and divided in ng = 15 bins. We start from one uniform aerosol composition
over size spectrum with only inorganics species :

py, = 0.3, pso, = 0.0, pyy, = 0.3, pyo, = 0.2, p};l =0.2 (9.88)

Initial gas concentrations are the following :

cso, = 2.0 ,ug.m_?’ , Cnay =2.0 pg.m_3

-3 _3 (9.89)
cnoy = 2.0 ug.m=—, c¢, = 2.0 ug.m

We do not treat organics species in this test. The simulation time is set to
1000 seconds, as an average 3D time step.

9.4.2 Tests

First we point out the dynamic behavior of the aerosol distribution descri-
bed in part 9.4.1, then we compare various reducing methods and strategies,
in which slow species are solved with an explicit time solver ETR (an explicit
trapezoidal rule) and fast species are solved by numerical methods exposed
in section 9.3.3.

9.4.2.1 Dynamic behavior

Figure 9.3 shows the eigenvalues distribution at time ¢ = 0.5 s. The fact
that they range over many orders illustrates the stiffness.

Figures 9.4 and 9.5 show which species and sizes are concerned with high
eigenvalues. In particular figure 9.4 shows that the left part of the aerosol
size spectrum will reach equilibrium in a time less than 1/\. seconds, that is
1 second. It also points out one cutting size, noted d., about 0.009um, below
which all aerosol sizes ans species can be considered near equilibrium. Figure
9.5 gives the same behavior, but as we decrease )., the aerosol size spectrum
whose dynamic is faster than 1/, is wider.

Figure 9.6 shows the QSSA values at same time ¢t = 0.5 s. It reveals the
same behavior as the one given by eigen vector study, that is to note the
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t=0.5 sec
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F1G. 9.3: Eigenvalues distribution at t=0.5 sec.
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Fic. 9.4: Eigenvectors distribution at t=0.5 sec with
Ae = 1.
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t=0.5 sec, lambda_c=0.1 sec-1
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FiG. 9.5: Eigenvectors distribution at t=0.5 sec with
A = 0.1
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cutting size obtained by QSSA value is the same as that obtained by eigen
vectors.

As aerosol dynamics is a relaxation process towards equilibrium between
aerosol distribution and bulk gas, the cutting size d. should increase with
time, assuming that no other process is disturbing c/e. Figure 9.7 shows
the cutting size evolution with time for various TOLFEQ values. The QSSA
criteria is used to determine d., where TOLFE() stands for the ¢, parameter
described in 9.3.1.2.

Figure 9.8 show the bulk gas evolution. The fact that concentration do
not move anymore at the end of simulation infers that the total system has
reached an equilibrium state.

1.0 E B
g
2 01t ]
3] F ]
5 i 1
o 7 ]
8
g i i
S [ i
©° i
E
2 001} ]
) E 1
@ : 1
r —— TOLEQ=0.01 |
e N TOLEQ=0.1| 1
0.001

o e b e e b e b e e b e b e e b b by
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
time (sec)

Fic. 9.7: Cutting size evolution.

9.4.2.2 Benchmark of reducing methods

Objective

The objective is to focus on a benchmark of reducing methods in order to
evaluate the sensitivity with respect to the reduction assumuptions and to
the numerical algorithms. We have chosen to focus on one typical situation.
We are aware that 3D simulations will encounter many other situations but
the focus in not on this point.
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Reference solution
In order to compare reducing methods we need one reference solution which
is chosen as the one given by full dynamic resolution with ETR time solver,
i.e. all species are considered as slow species.

Figures 9.9 and 9.10 illustrate this reference solution. One can note on
figure 9.9 that large aerosols composition remains nearly equal to its initial
values, but is highly changed for smaller sizes.

3

bulk gas concentration (ug.m-3)

I
0 1 10 100 1000
time (sec)

Fic. 9.8: Bulk gas concentration
evolution.

— Na 10
] SO4
---- NH3

h ——- NO3
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——= H20

mass percentage
B
5]
aerosol number concentration (#.m-3)
=
o

dry aerosol diameter (um) 0 6 6 i 10
dry aerosol diameter (um)

Fic. 9.9: Final mass percentage

composition. Fi1G. 9.10: Number concentration

evolution.

Error computation
Absolute and relative errors between reference solution and reduced ones are
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computed as follows :

NesTs

sy (3 (@~ ar) (9.90)

i,j=1

~ (g))" — (¢]) )2 15 3
err, = - - y Qo = 107°° pg.m (9.91)
’” \ ZJZZI (max(qml, CARNUARS ’

where (/)™ and (¢/)™ are the continuous densities computed from integral
quantities at the end of computation :

- Qz ref e Qz red
@r= (%)@= (%) (0.92)

Results
Figures 9.11 and 9.12 shows respectively absolute and relative error vs cpu
time for following reducing methods and strategies :

— ref : reference solution,

— bulk fixed : bulk equilibrium method for various fixed cutting sizes,

— bulk moving : bulk equilibrium method with moving cutting size,

— iterative fixed : iterative method for various fixed cutting sizes,

— iterative moving : iterative method with moving cutting size,

— bfgs moving : bfgs method with moving cutting size.

“Fixed cutting sizes” means that we have arbitrarily set one cutting size at
beginning of simulation : bins below that cutting size are considered as fast
species, otherwise slow species, along the simulation. On the contrary “moving
cutting size” means that the cutting size is set to 0.001um at beginning of
simulation, i.e. all species are slow ones, but we let it evolve according to the
QSSA criteria described in section 9.3.1.2. The ¢, parameter for all “moving”
tests is set to 0.01. The typical evolution of cutting size is illustrated in figure
9.7.

Let us at first note that, as the aim of reducing methods is to reduce the
cpu burden, all the right hand part of the reference point on figures 9.11 and
9.12 is not worth as it increases cpu time.

Errors associated to reduced models may come either from the reducing
method itself, that is to say the error produced by arbitrarily fixed cutting
size, or from the equilibrium solver itself.

The bulk fixed curve shows that the bulk equilibrium method becomes
less and less efficient as the fixed cutting size is increased.

As the “moving cutting size” strategy does not attempt to reduce bins
far from equilibrium, errors in this strategy should be mainly due to the
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equilibrium solver itself. Then the bulk moving point improves the bulk
equilibrium solver efficiency compared to large fixed cutting size, for which
validity assumptions may not be true. The counterpart is of course a larger
CPU time.

On the contrary of bulk fixed curve, the iterative fixed curve error in-
creases smoothly as the fixed cutting size is increased. But the use of “moving
cutting size” strategy with this solver does not improve results as expected
and already noticed with bulk equilibrium solver. Then the comparison with
the iterative fixed curve and iterative moving point indicates that this
solver generates significant errors.

The bfgs moving point compared to bulk moving and iterative mo-
ving points indicates that BFGS is the most efficient solver. Nevertheless
BFGS appears to be sensitive to the €, parameter value (tests not reported
here). It fails to solve the equilibrium when this parameter is increased or
when cutting size is fixed, which illustrates the difficulty to solve a reduced
model that is not physically justified.

9.5 Conclusion

As pointed out in [126] the aerosol models stiffness lies in smallest aero-
sols, thus enabling to use hybrid methods in which the smaller aerosol size
spectrum part is solved by a gas/aerosol equilibrium model.

Wa have investigated in this article the theoretical basis for reducing c/e
models. We have also evaluated the sensitivity of the results with respect to
the reduction hypothesis and to the numerical approaches used for solving
the reduced models, which appears to be quite large.

Another conclusion is that adapting the cutting size according to easy-
to-implement equilibrium criteria seems to be more efficient than using an
arbitrarily fixed cutting size.
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Chapitre 10

Le modele SIREAM

Résumé

Ce chapitre est consacré a la présentation du modéle résolu en taille
d’aérosols SIREAM ( SIze REsolved Aérosol Model ) développé au cours de
cette these. Dans un premier temps je décris les différentes hypothéses qui
permettent de se ramener des équations completes de la GDE établies en
introduction (fin du chapitre 2) aux équations “lumpées” (chapitre 4) qui
sont effectivement résolues. Je résume ensuite la stratégie de résolution
numérique choisie au regard des tests numériques effectués en partie I1.
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10.1 Formulation du modele

Dans ce chapitre on cherche a écrire rigoureusement le passage depuis
I'ensemble d’équations exactes (2.25 2.26 2.27 2.28) au systéme d’équations
lumpées (4.1 4.2 4.3 4.5), qui est habituellement rencontré dans la littérature.

Les développements qui suivent permettent de mettre en évidence les
hypotheéses et transformations souvent implicitement admises.

Apres avoir rappelé en introduction le systeme d’équation que 1'on va
traiter, nous abordons les hypotheses d’équilibres thermodynamiques de de
la chimie interne et du contenu en eau liquide, puis le calcul du volume de
I’aérosol, et enfin la limitation des flux inorganiques.

10.1.1 Introduction

Les équations dont on part sont les suivantes :
— Distribution numérique d’aérosols :

on d(Ion)

—(m,t =0 10.1
L (m,0) + =5 (10.1)
— Distribution massique pour chaque composant X; , 1 =1,...,n,:
0q; 0(1yg;
a_(']/}(m’ t) + % - (Il +Xi)(m17' "7mnc:t)n(m7 t) (102)
— Concentration gazeuse en composant semi-volatile X :
ocy *©
5 = —mg;(mo, t)Jo(t) — (Iin)(m,t) dm (10.3)
mo
— Conditions aux limites en my :
(lon)(mo,t) = Jo(t) , (Logi)(mo,t) = mi(mo,t)Jo(t) (10.4)

dans lesquelles on a volontairement omis la coagulation, car celle-ci n’inter-
vient pas dans la suite.

Les n. = 33 especes physico-chimiques sont constituées

— de composants inorganiques ([19]) dissous : H,O, NH3, HCl, HN O3,
H,S0y; ionisés ( en phase aqueuse ) : NH,", Na*, H*, NO3, SO;™,
Cl ,HS0;,OH ;solides: (NH;)2S0,, NHLHSOy4, (NHy)3H(SOy)o,
NH,NO;3, NH,Cl, NaCl, NaNO3, NaHSO,, NaySOy,

— de huit classes d’organiques secondaires ([31]) : ARO1, ARO2, ALK1,
OLE1, API1, API2, LIM1, LIM?2, et d’'une classe d’organiques pri-
maires (POA),

— d’especes inertes : carbone élémentaire (FC'), “poussiere” majoritaire-
ment sous forme de silice (M D pour “mineral dust”).
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10.1.2 Temps caractéristiques

Les lumpings que nous allons introduire reposent sur la dispersion des
temps caractéristiques associés a chaque processus, définis dans le tableau
10.1:

temps caractéristique de notation | estimation
production chimique de X;
dans les aérosols de masse m (1) mi /| x|

a l'instant ¢
condensation/évaporation de X;
dans les aérosols de masse m 7:(m, t) m; /|1
a 'instant ¢
grosssissement des
aérosols de masse m To(m, t) m/| I
a l'instant ¢
concentration gazeuse

en X; a l'instant ¢ Ti(t) cg/

g
dc;

dt

2

TAB. 10.1: Temps caractéristiques

La chimie interne des aérosols, représentée par I’ensemble des opérateurs
Xi, ¢t =1,...,n., se compose principalement des réactions réversibles de
dissolution, d’ionisation et de précipitations des composants inorganiques.
Ces réactions sont tres rapides de sorte que 7% varie de 10~ & 10~ secondes
([1]).

La figure 10.1 illustre I’estimation des temps caractéristiques 7; pour diffé-
rentes especes X; suivant le diametre de I'aérosol. Les aérosols évoluent donc
par condensation/évaporation d’autant plus rapidement qu’ils sont petits.

Le temps caractéristique de grossissement des aérosols peut se décomposer
de la fagon suivante :

m Z?il m; Zzl mg 221 m; )
T = — = > £ = ! > min (7; 10.5
S TS ] S Y G S man = o, () (105)

Le temps caractéristique de grossissement des aérosols est donc au moins
supérieur au plus faible des temps caractéristiques des composants X;.
De méme, le temps caractéristique du gaz X; peut étre décomposé de la
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Fic. 10.1: Temps caractéristiques de
condensation /évaporation

fagon suivante :

7 (t) = cg ~ a > == !
mo I
= “ > % in Ti(m,t) , Qi(t) £ /oo ;(m, t) dm
- frz(%)(m’t)dm T Qimemg T R &\m,
(10.6)

ou (); est la concentration totale en X; dans la distribution d’aérosols. Cette
derniere inégalité montre que le temps caractéristique de 1’espece semi-volatile
X, est controlé par le rapport de masse en X; entre le gaz et la population
d’aérosols et par le plus petit des temps caractéristiques 7; de la distribution
d’aérosols. Autrement dit I’équilibre entre phases gaz et aérosols est princi-
palement déterminé par les plus petites tailles d’aérosols ([136]).

Parmi les especes semi-volatiles X;, la vapeur d’eau est a mettre a part en
raison de sa relative abondance dans I’atmosphere. C’est aussi la raison pour
laquelle I'eau se met a ’équilibre entre le gaz et la distribution d’aérosols
beaucoups plus rapidement que les autre composants. Le temps caractéris-
tique 77, o de I’eau est de 'ordre de 1077 secondes ([133]).

Cette breve étude permet de représenter schématiquement les différents
temps caractéristiques sur une échelle en figure 10.2. On ne représente 7; que
pour les espéces semi-volatiles autres que ’eau, et 79 ne tient compte que de
celles-ci.



268 Chapitre 10. Le modéle SIREAM
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j

FiG. 10.2: Echelle de temps des différents processus

Le “curseur” 7 sur ce schéma définit en quelque sorte la résolution tempo-
relle avec laquelle on souhaite résoudre les équations de la GDE, c’est-a-dire
que ’on ne souhaite pas calculer les densités d’aérosols avec une discrétisation
temporelle inférieure & 7.

Or la résolution complete des équations de la GDE (10.2) nécessiterait un
pas de temps de I'ordre du plus petit temps caractéristique, ce qui est bien
str en pratique non réalisable.

Nous allons donc voir dans la partie suivante comment se ramener a un
systeme d’équations dans lequel tous les processus qui se trouvent a gauche
du “curseur” ne sont plus résolus mais mis a 1’équilibre, c’est-a-dire que leur
état a un instant ¢ est approché par leur état équilibre au méme instant.

10.1.3 Reéduction du modele par approximation de
I’équilibre thermodynamique interne

L’objet de cette partie est de construire le modele réduit associé au modele
initial.

Réécrivons tout d’abord 1’équation (10.2) par rapport au temps ¢, adi-
mensionné par 7 :

3(10%')
om

‘(m, 1) + 7 = 7(I; + xi)n(m,?) (10.7)

- = =
T ot
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Par ailleurs introduisons le temps caractéristique de chaque processus de la

facon suivante :
I, : :
Iy = —H?in , o= min 7o(m), I = —,
si bien que I’équation (10.7) devient
0y n T a(—fo%) T oz T n
o M gy = gl Jolme ) (109)
Cette équation forme la base des lumpings que nous allons successivement,
aborder.
Notons que comme la vitesse de grossissement [ tient compte du transfert
de masse en eau, le temps caractéristique 70" est en fait de I’ordre de Tqun;?),

i . 9
soit du méme ordre de grandeur que 7y, -

La résolution temporelle avec laquelle on souhaite résoudre le systeme
d’équations (10.2) correspond au temps caractéristique minimum de la vitesse

de grossissement hormis 'eau (figure 10.2).
C’est-a-dire que ’on prend 7 égal & 7" défini par :
. ) m
i = min 14(m), T4(m) = 4 mg=m— mu,o , la=1Io— In,o
m>mo Id
(10.10)
Afin de mettre en évidence les hypotheéses propres a chaque lumping, nous
allons effectuer successivement le lumping de la chimie interne des aérosols
et celui de son contenu en eau liquide. Pour ce faire on suppose
™ < Tho (10.11)

10.1.3.1 chimie interne
Afin de clarifier la démarche, nous allons effectuer le lumping de la chi-
mie interne sur un exemple simplifié comprenant les réactions chimiques sui-
vantes :
(AH), = H}, + A, (10.12)
BH;;I = H;;] + (B), (10.13)
(AHB), = A, + BH;; (10.14)
(H20), = H;;] + OH,, (10.15)
(10.16)
(10.17)
(10.18)
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ou les n. especes physico-chimiques X; que 'on considére sont les especes
dissoutes AH et B, les especes ionisées en milieu aqueux A~, H*, BH™, et
OH~, l'espéce solide (AHB);, et HyO.

En pratique seules les especes dissoutes, AH et B, et I’eau sont suscep-
tibles d’échanger avec la phase gaz, c’est-a-dire que le transfert de masse I;
est nul pour les especes X; solides ou ionisées.

Le lumping de la chimie interne consiste & réécrire les équations (10.9) en
prenant 7 égal au temps caractéristique directement supérieur a celui de la
chimie :

0 oI i ~ 1. -
T = Tlgsz — a_qf(m’ t) —+ (8’23) — (61[1' —+ gxz) n(m, t) (1019)
avec
T o) X
E1= 50, €= — (10.20)
Ti TH20

Le premier rapport €1 est de 'ordre de 'unité pour X; = H,O, tres inférieur
sinon. Le second rapport est supérieur a I'unité d’apres 'hypothese (10.11).
En multipliant I’équation (10.19) par €5 on obtient :

0g , =~ 0(logi)
EQE(TI'L, t) + &9 om

Une premiere approximation de cette équation donne simplement :

= [e1e2]i + Xiln(m, 1) (10.21)

g3~ 0= xi(t) ~0 (10.22)

Les concentrations des n. especes physico-chimiques précédentes sont donc
données a tout instant par la résolution de I’équilibre thermodynamique des
réactions (10.12).

Néanmoins, I’équilibre entre phase gaz et aérosols n’est pas nécessairement,
atteint a I’échelle de temps que I’on considere, il est donc nécessaire de réécrire
des équations de la GDE sous une forme o1 la chimie n’apparait plus.

Pour ce faire on définit n. especes lumpées a, b et w qui regroupent
respectivement la masse en élément AH, B et H,O contenu dans les aérosols,
c’est-a-dire que leur densités sont définies par :

Mg Mg
o= ——— s+ ——— 10.23
q Qam + M, ga- + Mann QAHB ( )
Mg Mg
= 10.24
@ =9B + Mons 9B+ t Mans JAHB ( )

o = 1m0 + ~>Gon- (10.25)
OH
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Etant donné que seules les especes dissoutes échangent avec la phase gaz,
le transfert de masse pour chaque espece lumpée vaut

Io=1syg, Iy=1p, I,=1y,0 (10.26)

de plus comme la chimie interne conserve la masse en chaque élément, 1’opé-
rateur de chaque espéece lumpée s’annule exactement, par exemple pour a :

MAHX n Msu
-
A= Muup

Xa = Xam + Xanp =0 (10.27)
ou M; désigne la masse molaire de X, si bien que les especes lumpées vérifient
les équations de condensation/évaporation :

0(1log;)

(m,t) + o (I; n)(m,t) (10.28)

dg;
ot

1=a,b,w,

ou la chimie n’apparait plus.
Notons que ce lumping modifie implicitement ’expression du transfert de
masse I; de I’espece semi-volatile X;. En effet celui-ci a pour forme générale :

I = acd () — (1) (10.29)

ol a; est un coefficient qui se déduit d’apres (3.200), ¢ et ¢f sont respective-
ment les concentrations gazeuses en X; loin de ’aérosol et a sa surface.

Le point important est qu’avant le lumping, la concentration cj(¢) est
déterminée par I’avancement de la réaction de changement de surface :

(Xi)g = (Xa) (10.30)

qui apporte une équation de la forme :

dc;
dt

=k~ m; — k*c} (10.31)

dans laquelle m; est la masse en X; dans I’aérosol.
Apres le lumping, cette derniére réaction est supposée a 1’équilibre, de
sorte que la concentration c; est donnée par celle de ’équilibre :

ci(t) ~n; ¢l (my,...,my,) (10.32)

ou 7; représente U'effet kelvin, et c;? la concentration de surface a ’équilibre,
fonction de la composition (my, ..., m,,) de I'aérosol.
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10.1.3.2 Contenu en eau liquide

Réécrivons les équations (10.28) par rapport non plus a la masse totale
m de I’aérosol mais uniquement par rapport a sa masse seche m, (10.10) :

i = Lg; = =
i=a,buw, %—qz(md,t)—i- T OUad) _ Ty ) (10.33)

min min (
T Omy T}

La vitesse de grossissement des aérosols est maintenant la vitesse “seche” I,
et non plus I (10.10).
En prenant cette fois-ci 7 = 7™ les équations (10.33) deviennent

i=abw, —(mgi)+ = —(I;n)(mg, 1) (10.34)

ou 'on définit :

i (10.35)

Ce rapport est tres inférieur a I'unité pour i = w, et de 'ordre de l'unité
sinon.
En multipliant (10.34) par € on obtient :

a(fin) 4 7

dg;

i=a,bw, e—(mgt)+e
L (ma, )

Pour i = a, b ’équation (10.36) reste donc intacte, par contre pour i = w elle
se simplifie au premier ordre en :

Vmg > (mo)a , Lw >0 (10.37)

ce qui exprime ’équilibre thermodynamique de 1’eau entre la phase aéro-
sol et la vapeur d’eau. Compte tenu de I'expression du transfert de masse
dernierement évoquée (10.29), 1'égalité (10.37) revient a

Vmg > (mo)a , chzo ~ ncﬁzo(md) (10.38)

On montre que cette formule peut étre réécrite, modulo ’effet Kelvin, sous
la forme ([1]) :
RH =ap,0 (10.39)

ol ag,o est I'activité de I’eau dans les aérosols et RH le taux d’humidité de
I’atmosphere.
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10.1.3.3 Conclusion

Les lumpings précédents ont permis de passer du systeme initial, d’équa-
tions (10.1) et (10.2), au systéme réduit que I’on souhaite résoudre :
— Distribution numérique d’aérosols :

2 m1) + 250 (10.40)

— Distribution massique pour chaque espece lumpée X; , 1 =1,...,n¢ :
0qg; 0(1yq;

8_qt(m’ £) + % = L(m, . .., ma,, t)n(m,t) (10.41)

— Equilibre thermodynamique local des espéces internes X; :
1=1,...,n., x;=0 (10.42)
— Equilibre global du contenu en eau liquide :
RH = ap,o (10.43)

dans lesquelles m et I représentent respectivement la masse seche de 1’aérosol
et sa vitesse de grossissement seche.

D’apres les especes physico-chimiques énoncées en introduction, on définit

ne = 17 espéces lumpées, définies d’une maniere similaires a (10.23) :

— 6 inorganiques : N,, H,SO,, NH3, HNO3, HCI et H5O.

— les 8 classes d’organiques et la classe d’organique primaire constituent
d’emblée un lumping de la composition organique, elles sont donc prises
telles quelles.

— les 2 especes inertes, carbone élémentaire et “poussiere”, constituent
chacune une espece lumpée.

Les équations (10.42) et (10.43) forment la base des modeles thermody-

namiques, tels que ISORROPIA ([19]).

Sachant que la coagulation est un processus linéaire pour les densités

massiques, les équations de coagulation pour les densités lumpées se déduisent
par combinaison linéaire de celles des densités internes.

10.1.4 Volume de ’aérosol

Le transfert de masse I; (3.200) en espéce semi-volatile X;, comme le
noyau de coagulation 3.79), dépend explicitement du diameétre “réel” d,
de l'aérosol. Or on ne connait de celui-ci que sa composition massique
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(m1,...,mp,)- Il est nécessaire de proposer une équation de fermeture pour
le diametre de ’aérosol.

Compte tenu des approximations des modeles 3D, la masse volumique p,
des aérosols est souvent prise constante dans la littérature ([56, 139]), ce qui
permet de se ramener a la formule simple :

Tdd &
p _ .

La masse volumique peut cependant sensiblement varier entre especes orga-
niques, inorganiques et inertes. Aussi une distinction est parfois faite entre
partie inorganique et organique ([134]) :

7Td2
6 = Vinorg 1+ V;)rg ) morg morg E m; , org org E mg 10 45

lmorg ZOrg

On propose ici une maniere plus rigoureuse de calculer le volume de I’aé-
rosol, également employée dans [47], qui tire partie de la connaissance de sa
composition.

Le volume de 1’aérosol peut se décomposer en sa partie liquide et sa partie

solide :
7rd3
6 - Vilq + ‘/;01 (1046)

Du fait que chaque solide présent dans 1’aérosol existe sous forme d’une
phase pure, le volume total des solides est exactement la somme des volumes
occupés par chacun d’eux :

mis
Vil = > — (10.47)

is ts

ou pj, est la masse volumique du composant solide pur Xj,.
La partie liquide de I’aérosol est une solution concentrée, dont le volume
est une fonction extensive de la composition :

Vig =Y _ Vi (10.48)
i

ou V;, est le volume molaire partiel de X, espece liquide dissoute ou ionique,
et n;, le nombre de mole en X;,. Du fait de certains phénomenes moléculaires
au sein du liquide (exclusion de volume, ...), le volume molaire partiel est
une fonction complexe et non linéaire de la composition du volume.
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Néanmoins celui-ci varie peu, et en 1’absence de données disponibles, il
peut étre approché par :
M.
Vi, =~ —*Z (10.49)
P,
ou M; désigne la masse molaire en X;, et pj la masse volumique du liquide
pur.
On donne dans le tableau 10.2 les masses volumiques des composants

purs, en g.cm™3.

X; Pi X; p;
EC 2.25 NH;Cl 1.53
MD (Si)| 2.33 NaNOs 2.26
Na 0.97 NaHSO, 2.74
HQSO4 1.84 NCLQSO4 2.7
HNQO; 1.5 NH;NQO;3 1.725

HCI 115 | NHHSO, | 1.78
NHs 091 | (NH)2S0, | 177
H,0 1.0 | (NHy)3H(SO4), | 1.77
NaCl | 2.165 SOA 1.3

TAB. 10.2: Masse volumique des composants purs

10.1.5 Limitation du flux d’ion hydronium

Lorsque ’aérosol est liquide, son pH est susceptible d’évoluer principale-
ment suivant la composition inorganique. L’effet des composants organiques
([34]), par ailleurs non négligeable, n’est pas traité ici.

Il n’y a pas a proprement parler de flux en ion hydronium, dans la mesure
ou celui-ci n’existe pas en phase gazeuse, cependant la condensation d’un
acide libere des ions hydronium tandis que la condensation d’une base en
capture, faisant ainsi ’effet d’un flux “virtuel” en ion hydronium d’expression :

Jug+ = 2Ju,50, + Juct + JHNO3 — JNHS (10.50)

ou J; est le flux molaire en espece X;. Le temps caractéristique 75+ d’évolu-
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tion des ions hydroniums est alors défini par :

N+ N+
T+ = =
\Ju+|  12Jmys04 + JHC1 + JHNOs — INHS|
N+
= 2l Jm,504] + | Juct| + [ Janos| + | I s
. i+ (10.51)
— 9MNHy504 NHNO3 + nHOI "NHj
TH,S0, THNOg THCI TNHg
ng+ .
> e i min (), nE =2nm,s50, + NENOs + NHCL + NN H,
H =1,

ou n; est le nombre de moles en espece X; dans I’aérosol.

Le temps caractéristique des ions hydroniums est donc piloté par le plus
petit des temps caractéristiques des especes lumpés, et par le rapport ng+/ny
entre le nombre de moles d’ions H™ et le nombre de moles ny. Ce rapport
est en pratique tres faible, si bien que le temps caractéristique 75+ est en
général inférieur de plusieurs ordres de grandeur au temps d’évolution des
especes lumpées ([135]) :

N+

< 1= 71y+ < min (1) (10.52)

=1,...,ne

Ny

La résolution temporelle avec laquelle on souhaite résoudre les équations
(10.40) et (10.41), de I’ordre du temps d’évolution des espéces lumpées, peut
donc entrainer des brusques variations du pH, voire des oscillations entre
états liquide et solide ([134]). En effet le contenu en eau liquide, comme les
seuils de déliquescence mutuels (MDRH) sont sensibles au pH de 'aérosol.
Afin d’éviter ces instabilités, une idée développée dans [134] est de limi-
ter le flux en ion hydronium a un certain pourcentage du contenu en ion
hydronium de 1’aérosol :
| Ta+| < Ange (10.53)

ol ny+ est le nombre de moles en ion H' de I’aérosol donné, et A un para-
metre habituellement pris entre 0.01 et 0.1.

Cette limitation permet également de réduire la raideur en cas d’évapo-
ration. En effet, la concentration d’équilibre ¢{? est calculée, pour un aérosol
liquide, a partir de la loi de Henry ([19)) :

_ [Xiy

€q
7

eq

, [X] = wi;—w , Di = %RQT (10.54)

(Xi)g = (Xi)i1, Ki

ou w; est la molalité en espece X;, m, le contenu en eau liquide, et p,
la masse volumique de 1’eau. Lorsque le contenu en eau liquide diminue la
concentration c;? peut devenir arbitrairement grande.
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Le transfert de masse I; (3.200) peut donc devenir arbitrairement grand
en évaporation du fait de la concentration d’équilibre ¢;? non bornée :

lim I; = —c0 (10.55)

Cette difficulté ne se pose pas en condensation pour laquelle le transfert de
masse est naturellement limité par ’expression

Un point important est de noter qu’une telle limitation du flux, et I'intro-
duction d’un parametre numérique arbitraire A, ne modifie pas la solution,
mais seulement le chemin numérique employé pour parvenir a cette solution,
ce que l'on illustre sur la figure 10.3. La limitation revient a projeter le point
initial sur la courbe de pente +A.

I;

oint initial
point initial _ 1A

1
1
| \
1
1

(0,0)

Fi1c. 10.3: Limitation du flux

Une comparaison entre un calcul sans et avec limitation permet de confir-
mer ce point.

Il existe différentes stratégies numériques afin de mettre en oeuvre la
limitation (10.53), je donne dans la suite celle que nous utilisons, tirée de
[134].

Dans la suite pour faciliter la lecture, on note respectivement les especes
H,SO,, HNOs3, HCl et N Hs par les numéros 1, 2, 3 et 4.

On note de maniere simplifiée le transfert de masse en chaque espece

_ QWDzdpf(Knl, Oli)
= Mi

i=1,2,3,4, I =ai(ci—nc?), a; (10.57)
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A noter que la concentration d’équilibre du sulfate, tres faible en pratique,
est généralement négligée, c{? = 0.
La limitation (10.53) revient & I'inégalité

12a1¢] + az(c§ —nes?) + as(c —nes”) —as(c] —neg?)| < b, b= Ang+ (10.58)

Lorsque cette condition n’est pas vérifiée, on introduit un facteur multiplicatif
( des concentrations d’équilibre tel que :

20161 + a2(c5 — 065’ Q) + as(c§ — ney'Q) — as(cf —ney’/Q) = (=1)%b (10.59)

ou z vaut 1 si le flux hydronium est positif, 0 sinon.
Les concentrations d’équilibre ¢;? sont multipliées par @ de sorte que les
produits
et
e, e, 2 (10.60)
C3
soient respectés. Ceux-ci sont en effet fixés par I'équilibre thermodynamique
en présence de solide.

L’égalité (10.59) conduit & une équation du second degré en Q) :

- i - 7
-~ -~

o B v

(10.61)

n(azcy? + aszcs?) Q% + ((—1)%b — 2a1¢] — aac — azch + asc)) Q — nascy? =0
——

Plusieurs cas peuvent se produire :
—sicy! >0etc§! >0, alorsa>0:

—sigg?>0:
Q= PHVI Ty (10.62)
2a '

— si ¢g? = 0 Péquation (10.61) se réduit & aQ + 3 =10 :
-sif>0:

R=1 (10.63)
-sif<0:

Q=— (10.64)

— si ¢’ =0 et ¢5' =0, ’équation (10.61) se réduit & 3Q —y=0:
—sicg’=0alorsy=0:
R=1 (10.65)
—sicy’>0alorsz=0:
-sif>0:
(10.66)

™[
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-sif<0:
Q=1 (10.67)
On montre que les cas ou () = 1 correspondent a des épisodes ou la conden-
sation est dominante, et ne nécessitent donc pas de correction.

Une autre stratégie numérique consiste a faire porter le coefficient mul-
tiplicatif ), non sur les concentrations d’équilibres, mais sur les flux eux-
memes.

Par exemple en réécrivant le flux d’ion hydronium sous la forme d’une
différence entre un flux acide et un flux basique :

Jyr=Jdo =, Jo=21i+J+J3, Jy=J4 (10.68)
on peut chercher le facteur () sous la forme :
JoQ — Jp/Q = (—1)"b (10.69)

Néanmoins cette derniere possibilité s’est révélée instable numériquement.

10.1.6 Concentrations d’équilibre des aérosols solides

Lorsque I'aérosol devient solide, les flux des especes semi-volatiles inorga-
niques sont gouvernés par les réactions gaz/solides :

Ry, (NH,;NO3), s (NH;), + (HNO3), (10.70)
Ry, (NH,CI), = (NHs), + (HCI), (10.71)
Ry, (NaCl), + (HNO3), s (NaNOs), + (HCI), (10.72)

qui se produisent a la surface de 1’aérosol, et auxquelles correspondent les
équations d’équilibre

eq
K1 = cNy,Cino, » Ko = cNp,Che, K= Cificl (10.73)
HNO;3

Mais dans ce cas les modeles thermodynamiques inorganiques ne peuvent,
calculer les concentrations c;? en X; avec lequel celui-ci est en équilibre. Par
exemple pour un aérosol solide composé uniquement de NH,NOj3 la seule
réaction de surface est R;, et seul le produit des concentrations d’équilibre
K est déterminé, laissant une infinité de solutions (cyy,, ciyo,) Possibles.
Afin de remédier a cette indétermination, différentes solutions ont été
avancées. Dans [18] Jacobson suppose qu’il existe une infime quantité d’eau
recouvrant I’aérosol, permettant de se ramener aux lois de Henry. Il montre
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par ailleurs que le résultat ne dépend pas de la ( faible ) quantité d’eau
supposée.

Une approche plus rigoureuse, développée dans ([140, 136]), consiste a
étudier la micro-physique particuliere aux aérosols solides, que nous avons
esquissée dans le chapitre 3, pour en déduire une expression du transfert de
masse propre aux aérosols solides.

Par exemple les flux molaires obtenus a partir des réactions de la forme

(NH,X), &= (NH;), + (HX), (10.74)

de constante d’équilibre K sont

— Cg Cg _ Ks
Ina, = Jux = de\/m(l + B3,)C [1 _ \/1 _ JNH3THX

C*(1 + B,)?
(10.75)
avec g g
2./D D —_ D C + Dyxc
B, = SV INHTHX | INHCNHy T HXCHX (10.76)

kconsdpC /Do, Dux

ou « est le coefficient d’accomodation, k., le taux de collisions entre par-
ticules gazeuses N Hjz et HX a la surface de 'aérosol, D; le coefficient de
diffusion gazeuse de X;, d, le diametre de 1’aérosol.

Une expression semblable peut étre obtenue pour la réaction R3 (10.70) :

K3C%IN03 - C‘Iq‘IC‘l (1077)
(v + K3)(1 + Buno,)

Juno, = —Juci = 2mdpyDuno,

avec
B = 2D; _ Dunos(1+ Bucr)

 aikeonidy 7= Dyci(1+ Buno,)

On note dans les formules (10.75) et (10.77) que ce ne sont plus les concentra-
tions d’équilibres qui apparaissent mais leur produit ou rapport, c’est-a-dire
les constantes d’équilibre des réactions (10.70). Cependant les taux de colli-
sion keoni et Keons sont des parametres difficiles a estimer et mesurer.

Je présente dans la suite 'approche que nous utilisons, développée par
Spyros Pandis dans [134].

Dans cette approche, on garde la forme “classique” (3.200) du flux de
condensation/évaporation (3.200), pour laquelle il est nécessaire de calculer
les concentrations d’équilibres c?.

Celles-ci vérifient un systéme composé des trois équations (10.73). La
solution de ce systeme, si elle existe, imposerait K; = K, K3, ce qui est faux
en général. On en déduit que ce systeme n’admet pas de solutions, soit en

(10.78)
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d’autres termes les quatre solides présents dans (10.70) ne peuvent coexister
tous ensemble et au plus deux des équilibres (10.73) ont lieu simultanément.
Il reste donc au plus deux équations pour trois inconnues.

L’électroneutralité fournit une équation supplémentaire, fermant ainsi le
systeme précédent :

2Ju,s04 + Juci + Junos, = Inm, (10.79)

Il reste & déterminer la ou lesquelles des équations (10.73) sont pertinentes

suivant la composition interne de 1’aérosol :

— si NHyNOs est présent ou si K1 < ¢}y, Chno,, alors Ry est active.

— si NH,Cl est présent ou si Ky < C?VHschCl, alors R, est active.

— si NaCl et NaNQOj sont présents, ou si NaNQOs est présent et K3 <
e/ Cno,s ou si NaCl est présent et Kz > cjoy/chno,, alors R est
active.

Lorsqu’ aucun des équilibres Ry, Ry et R3 n’a lieu, les réactions de surface

qui ont lieu sont alors uniquement diies a la condensation de sulfate :

Ry, (NaCl), + (H2SO4), — (NaaSOy)s + 2(HCI), (10.80)
Rs, (NaNOs), + (H2S04);, — (NapSO04)s + 2(HNO3), (10.81)
Rs, 2(NH4NO3)s + (HyS04)y — ((NHy)2S04)s + 2(HNOs), (10.82)
Ry, 2(NH4Cl)s + (H2S04)y — ((NHy)2804)s + (HCI), (10.83)

Ces réactions ne sont pas des équilibres du fait de la forte réactivité du sulfate.
Les réactions R, et Rs ne peuvent avoir lieu simultanément sinon Rj3 serait
active. De méme les réactions R, et Rg ne peuvent avoir lieu simultanément
car les solides NaCl et NH,NQOs5 ne peuvent coexister!.
On distingue donc quatre cas :
— si NaCl ou NH,C1 sont présents, alors Jynyo, = Jyg, = 0 et Jyey =
—2JH2504 d’aprés (1079)
—si NaNO3 ou NHy;NQO;5 sont présents, alors Jycr, = Jnu, = 0 et
JHN03 = —2JH2504 d’aprés (1079)
- sl n'y a ni NaCl ni NH,Cl ni NaNO3 ni NH;NOQs, alors Jyc; =
Junos = 0 et ne condensent que le sulfate et ’ammonium.
Si la condition suivante est vérifiée
CNH;3
Myg,

2JH2504 S QWDNHSdpf(Kn,O!) (1084)
alors cyy, vérifie 2Jp,50, = Jyu, d’apres (10.79), sinon I'électroneu-
tralité n’est plus vérifiée et cy/y, = 0.

On trouve dans [134] une description plus compléte de chaque cas.

Tsorropia ne peut prédire cette composition.
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10.2 Stratégie numérique

Notre choix de la résolution numérique (type de discrétisation, splitting,
solveurs en temps) repose d’une part sur les expériences numériques menées
dans la partie II, et d’autre part sur les exigences des modeles 3D que sont
la stabilité et le cott calcul.

Tout d’abord, d’apres le chapitre 6 dans lequel nous avons mené des tests
de splitting, nous optons pour une approche découplée de la coagulation
et condensation/évaporation. Le cout calcul de la GDE dans les modeéles
3D n’autorise qu'un petit nombre de points de discrétisation (au plus 10).
Aussi nous sommes-nous tournés vers les modeles de boites qui restent stables
malgré un faible nombre de points de discrétisation.

La nucléation, qui ne pose pas de difficultés numériques et qui est un pro-
cessus de transfert de masse entre phase gaz et aérosols comme la condensa-
tion/évaporation, est résolue en méme temps que celle-ci.

Le spectre logarithmique de masse d’aérosols est discrétisé en n, boites
[27, 27T1], sur lesquelles sont définies les quantités intégrées :

Zit 2t
N7 (t) :/ n(z,t)yde, i=1,...,n., Q! :/ gi(z,t)dx  (10.85)
T T

J J

L’ordre de splitting va du processus le plus lent au processus le plus
rapide, & savoir en premier la coagulation, puis la condensation/évaporation-
nucléation.

10.2.1 Coagulation

La coagulation est résolue par un modele de size binning, développé dans
le chapitre 7, dont on redonne les équations :

de . . s _
Z Z [ NAN?2 _ N ZijNJ

31 192 1 Jj=1

i=1,...,m, ko ZZ Xk, QN — Q’“ZXkNJ

Ji1=1j2=1

(10.86)

Les coefficients X* 17> €t Xz sont calculés selon la méthode de Fernandez-Diaz.

On peut représenter ce systeme plus simplement par

dy

=0, Y = (VN QL QL Qe Q) (1087)
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La coagulation n’étant pas unsysteme raide, ce systeme est résolu par le
solveur en temps explicite ETR; sur un pas de temps At :

i At )
P =y ALY YT =y (f(yt, )+ f(G*t+ At)) (10.88)

Le pas de temps At est calculé de maniere adaptative :

Er |yt—|—1 |2

Atpew = Atow T — g,

(10.89)

ol ¢, est un parametre adimensionné du solveur, habituellement entre 0.5 et
0.01.

10.2.2 Condensation/évaporation-nucléation

Les différentes possibilités de résoudre la condensation/évaporation ont
été développées au chapitre 8. Comme expliqué, nous avons préféré les mé-
thodes lagrangiennes, qui restent stables pour un petit nombre de boites. Le
systeme obtenu, différentiable, peut étre par ailleurs résolu par un solveur
implicite.

Les équations que l'on résout correspondent donc a celles du systeme
lagrangien de boite :

dNT

dQ)’
=0 v
dt ’

=1,...,ne, —2 =NIJ! 10.90
? ’ ’n dt ) ( )

ou ’on rappelle que ff correspond au calcul de la thermodynamique de la
composition moyenne :
. : _ QY
T =L(mi,...,m ), m = (10.91)
Par ailleurs les bornes de chaque boite obéissent aux équations ( courbes
caractéristiques) :
dz’ » y .
e Hy(%(t),t) , 77(0) =4’ (10.92)
Le traitement de la nucléation apporte quelques modifications a ce systéme.
Tout d’abord la premiére borne z!, étant assimilée & la taille de nucléation,
ne vérifie plus (10.92) mais

ddit =4, z'(0) =2 (10.93)
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ou j(t) est une loi donnée par le modele de nucléation.
Ceci impose de reécrire les équations pour la premiére boite :

dN' _di® , di' |, [T on

i T at Tt T, a@hde
3_62 H
:Ho(x2,t)n2—j(t)n1—/ %d@« (10.94)

‘,E2

=Hy(z* t)n* — j(t)n' — [Hon}
S_Ul

La nucléation étant définie comme condition aux limites de la condensa-

tion/évaporation en z', 'équation (10.94) se réduit a :

(H0n> =)= diz\; L) — R

Cette derniere équation n’est valable que si la vitesse de grossissement
des aérosols par nucléation, j(t), reste inférieure a celle de la condensa-
tion/évaporation en Z!, Hy(z!,t). Ce qui est toujours vrai dans la mesure ol
la taille de nucléation ne varie qu’en fonction des variables météorologiques,
et est quasiment constante en pratique.

L’équation (10.95) est donc approchée par :

(10.95)

i) < Hy(7', 1) = dfi\; L a) (10.96)

De méme, les équations des concentrations massiques @} vérifient :
‘%ﬁl = N'I' + m;(2', ) Jo(t) (10.97)
ot [my(x',t),...,my,, (z',t)] est la composition de ’aérosol fraichement nu-

cléé, qui est aussi une donnée des modeles de nucléation.
Le systéme lagrangien de boites consiste a résoudre les équations (10.90),
(10.96) et (10.97) que I’on réécrit sous la forme du systéme :

dy n n n
E:f(y’t)’ yT = (N',...,N™ Q},..., 18,...,Q;e,...,Qn:) (10.98)
résolu par le solveur implicte Rosenbrock sur un pas de temps At :

(I =yt (k= f (1)
[ =y AT (N)lke = f(§7 ¢ + AL) = 2k (10.99)

At
yt+1 = yt + 7(3k1 + kg)
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avec 1
I =yt + Atk , y=14+ — (10.100)

V2
Comme la nucléation ne dépend pas (ou trés faiblement) du vecteur y, le
calcul du jacobien J(f), présenté au chapitre 8, est inchangé.
Le pas de temps At est calculé de maniere adaptative de la méme facon
que pour la coagulation (10.89).
Les concentrations gazeuses sont calculées a tout instant a partir de la
conservation de la masse :

i=1...n, d+> Q=K (10.101)
j=1

Les bornes sont interpolées suivant la méthode explicitée dans la sous-
section 8.3.4, sauf pour la premiere borne z' qui vérifie (10.93) et reste fixe
en pratique.

Notons également que, du fait de la nucléation, I’équation sur la masse
moyenne ' de la premiére boite est modifiée. En effet & partir de 1’équation

dQ*

o = N o+ m(@ ) Jo(1) (10.102)
on obtient : . .
! N = NG m(@ 1) (1) (10.103)

puis en utilisant (10.96) on aboutit a

dm!
dt

Jo(t)
‘N

= I; + [m(z',t) — '] (10.104)
On note que comme m(Z!,t) est toujours inférieur & ! la nucléation a pour
effet de ralentir le grossissement de la masse moyenne des aérosols de la
premiere boite.

10.2.3 Redistribution sur la grille fixe

Le choix d’une méthode lagrangienne pour la condensation/évaporation
impose de redistribuer (ou projeter) les concentrations numériques et mas-
siques d’aérosols sur la grille fixe, qui est celle de la coagulation et du modele
3D.

Cette étape peut se faire soit par interpolation des densités continues soit
par projection des quantités intégrées.
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10.2.3.1 Interpolation des densités continues

Une fois le calcul des bornes lagrangiennes effectuées, il est toujours pos-
sible de calculer des densités continues a partir des quantités intégrées. Par
exemple la densité numérique sur la boite lagrangienne [z7, 271!] peut étre
donnée par :

: NI
J_
w = (10.105)

L’objectif ici est d’interpoler la valeur de chaque densité aux points de
la grille fixe z* par leur valeurs aux points lagrangiens z7. Par ailleurs on
souhaite que soient conservées les propriétés suivantes qui lient les densités

entre elles en tout point :
Ne
CI:Z%‘ , g=mn (10.106)
i=1

Supposons un point de la grille fixe ¥ encadré par les bornes lagran-
giennes 7/ et 777!, Une premiere idée consiste a effectuer une interpolation
linéaire :

¢ =0-0a)¢ +agt! (10.107)

¢ =0-0a)g +ag™! (10.108)

nf = (1—a)n! +an’*! (10.109)
avec i _
¢ — !

Les formules (10.107) vérifient la propriété :
Ne
=) d (10.111)
i=1

mais le rapport ¢*/n* n’est pas en général égal au point de discrétisation fixe
mF (= e®"). 1l est nécessaire ici de calculer une nouvelle valeur de la densité
numérique 7* = ¢* /m* au point m*.

Si l'on souhaite a l'inverse conserver ce rapport, on peut utiliser la
moyenne géométrique au lieu de la moyenne arithmétique :

¢ = ()" (10.112)

o = () (™" (10.113)
nkF = (n?)1-e(nith)e (10.114)
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On vérifie alors que

qk — (qj)l—a(qj+1)a — (mjnj)l—a(mj+1nj+1)a
= () () () @) = () )t (10.115)
— mknk
car le rapport «, tel que défini par (10.110), revient exactement a 1’égalité
mF = (m7)1=*(mI*t1)e. Par contre la premiére propriété n’est plus assurée :

¢+ (10.116)
1=1

Pour la retrouver il est nécesaire de calculer une nouvelle valeur de la masse
m¥ = ¢¥/n* en X; au point m*.

On montre donc ici sommairement que la redistribution des densités conti-
nues de la distribution d’aérosols ne permet pas de conserver les deux proprié-
tés (10.106) qui lient les densités en tout point du spectre d’aérosols. En outre
cette facon de procéder ne conserve la masse qu’aux erreurs d’interpolation

pres.

10.2.3.2 Projection des quantités intégrées

Pour une boite fixe £ donnée, cet fagcon de procéder consiste a faire la
somme, sur toutes les boites lagrangiennes j, d’une partie des quantités inté-
grées N7 et @’ lorsque la boite lagrangienne j recouvre (en partie au moins)
la boite fixe k. La partie redistribuée est proportionnelle au recouvrement de
la boite k£ par la boite j. Selon le cas de la figure 10.4 les quantités intégrées
de la boite k£ sont données par

Axi . Az )
k __ 1 1 +1
Q= ga? (10.117)
Az, Ax ,
k _ 1 g 1 j+1
Azx - Ax )
k_ 2l arj 21 arj+l
N* = A:EjN + AjchrlN (10.119)
avec
Az; =29 — ok | Agy = 2P — It (10.120)

Cette algorithme conserve la premiere propriété

Q=Y @ (10.121)
=1
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i (z,t) qi(z,t)

condensation

—
évaporation

8

8
-

81

grille fixe grille lagrangienne

o redistfibution
qi(z,t) boite j + 1 qi(z,t)
i+1

boite j

CAzt L Az?

|
|

J' 1 ~i+2
it it z grille fixe

k+1
$k $+

boite fixe k

F1c. 10.4: Redistribution

L’originalité vient ici du fait que la seconde propriété n’a pas besoin d’étre
vérifiée dans le cas des quantités intégrées. Le rapport Q*/N* définit simple-
ment une nouvelle masse moyenne m* des aérosols de la boite k. On vérifie
également que cet algorithme conserve le nombre et la masse d’aérosols.

Dans la suite c’est cet algorithme que nous choisissons pour le modele
SIREAM.

10.3 Conclusion

Meéme si SIREAM est basé sur un modele réduit de la GDE initiale,
les équations (10.40) et (10.41) se révelent encore pénible a résoudre, du
fait que I’échelle de temps considérée correspond au plus petit des temps
caractéristiques de condensation/évaporation 7.

En remarquant que ce dernier est principalement fonction du diametre de
’aérosol (figure 10.1), et notamment croit avec lui, il est possible d’effectuer
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le méme lumping que précédemment en choisissant une échelle de temps 7,
non plus égale au minimum, mais a une certaine valeur 74(d,), correspondant
au diametre d.. Le spectre d’aérosols est alors scindé en deux parties : I'une
inférieure a d. mise a 1’équilibre, ’autre résolue dynamiquement.

Cette idée, développée a la suite de [126], a fait 'objet du chapitre 9.

Le modele d’aérosol obtenu est a présent utilisé dans la plate-forme de
dispersion POLAIR3D ([141]) et la comparaison & des mesures fait 'objet de
travaux en cours ([142]), qui sont le prolongement naturel de cette theése.
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Chapitre 11

Conclusion générale et
perspectives

Résumé

Dans ce chapitre on reprend les principaus résultats de cette thése, puis
on détaille quelques perspectives, a l’issue de ce travail.
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11.1 Le modele d’aérosols SIREAM

Nous disposons aujourd’hui du modele d’aérosols résolu STIREAM. Les
choix numériques qui ont été effectués s’appuient sur plusieurs résultats. Tout
d’abord les tests de splitting, effectués sur un cas académique, montrent
que la résolution couplée des processus n’apporte pas de gain significatif
par rapport a une approche découplée. De plus les méthodes numériques
permettant le couplage des processus s’averent peu précises avec un nombre
limité de points de discrétisation, et certaines instabilités apparaissent alors
pour la condensation/évaporation.

Notre choix s’est donc porté sur une approche découplée entre coagulation
et condensation/évaporation-nucléation, ce qui permet d’utiliser la méthode
numérique la plus adaptée a chaque processus.

Les méthodes sectionnelles sont de loin les plus utilisées pour résoudre
la coagulation. Nous avons tout d’abord opéré une synthese des différentes
méthodes sectionnelles rencontrées. Les tests effectués montrent que ce type
d’approche est peu sensible aux coefficients de partition, méme si cette sen-
sibilité croit avec un plus petit nombre de boites. Par ailleurs la comparaison
entre un algorithme semi-implicite et le solveur explicite ETR sur un cas réa-
liste de coagulation montre que celle-ci n’est pas un processus raide et peut
étre résolue simplement par ce dernier algorithme.

Les différentes méthodes de résolution de la condensation/évaporation
peuvent étre rassemblées entre méthodes eulériennes et lagrangiennes. Les
méthodes eulériennes ont tendance a produire de la diffusion numérique en
raison d’une discrétisation fixe. Malgré des efforts pour réduire cette diffusion
(flux semi-lagrangien) celle-ci ne peut étre évitée du fait d’un petit nombre
de points. Notre choix s’est donc porté sur les méthodes lagrangiennes et tout
particulierement la méthode des boites lagrangiennes, car celle-ci a ’avantage
d’une part de rester stable avec un petit nombre de points de discrétisation, et
d’autre part de pouvoir étre résolue par un solveur implicite. La comparaison
entre le solveur implicite ROS2 et le solveur explicite ETR met en évidence
la raideur de la condensation/évaporation, et justifie 'emploi d’un solveur
implicite.

SIREAM a été couplé au modele eulérien tridimensionnel POLAIR3D et
des travaux de comparaison a des mesures sont en cours.

11.2 Reéduction du modele

Dans le chapitre 10 nous avons tenu a expliciter les différentes étapes de
réduction qui menent des équations exactes de la GDE (cf. section 2.6) aux
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équations habituellement résolues (cf. chapitre 4).

La résolution de la condensation/évaporation reste cependant cotiteuse
en temps CPU, et ce malgré I’emploi d’'une méthode adaptée. Ce coiit calcul
provient tout d’abord de la résolution de la Thermodynamique elle-méme, et
de la raideur des équations liées a ce processus.

Divers modeles de Thermodynamique ont été développés (cf. section 2.3),
avec le souci de résoudre des systemes thermodynamiques de complexité crois-
sante (nombre d’especes et de réactions chimiques) en un temps de calcul
minimum, permettant leur emploi dans des modeles 3D de prévision. No-
tamment, la méthode de résolution par domaine permet de réduire le coiit
calcul en remplacant, en fonction des parametres, le systeéme initial par un
systeme plus petit. Néanmoins les modeles de Thermodynamique peuvent
consommer de 50% & 80% du temps calcul d’un CTM, si bien que la réduc-
tion de ces modeles se pose toujours.

La theése récente de Jaouad Boutahar ([143]) propose plusieurs méthodes
générales de réduction, tout particulierement appliquées a la cinétique chi-
mique en phase gaz, avec de bons résultats. Dans le méme esprit, nous avons
tenté de réduire le modele Thermodynamique ISORROPIA par la méthode
HDMR (High Dimensional Model Representation), mais les tests n’ont pas
permis de conclure, principalement en raison de la forte non linéarité de la
Thermodynamique elle-méme (effets de seuil). L’utilisation de méthodes de
réduction/tabulation reste donc un enjeu important pour les calculs tridi-
mensionnels.

Une autre source du cout calcul est la raideur des équations. A la suite
de [126] nous avons entrepris dans le chapitre 9 la réduction des équa-
tions de condensation/évaporation, en s’inspirant des méthodes de réduction
lent/rapide existantes ([131]). Cette méthode permet de diminuer la raideur
des équations, et partant le cout calcul. Les especes rapides sont alors résolues
par un modele d’équilibre global. Des difficultés subsistent néanmoins quant
a I’élaboration d’'un modele d’équilibre global résolu en taille et de nouvelles
approches doivent étre étudiées.

11.3 Partie organique des aérosols

Au cours de cette these nous sommes restés a une modélisation classique
de la partie organique, considérée comme une phase indépendante de la phase
inorganique, a laquelle on applique un modeéle de mélange idéal.

Cependant la partie organique , qui peut constituer jusqu’a 90% des aé-
rosols urbains, reste encore assez mal connue, tant dans sa composition chi-
mique, que dans son intéraction avec la phase aqueuse, et dans son processus
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de condensation.

En effet larticle [34] met en évidence la solubilité dans la phase aqueuse
de certains composants organiques, ainsi que leur impact non négligeable sur
le pH et le contenu en eau liquide de ’aérosol. Comme de ce dernier dépend
le diametre réel des aérosols d,, qui intervient dans les lois de condensation
et coagulation, il est nécessaire d’en tenir compte.

Par ailleurs d’autres études [37] font état d’une chimie propre aux or-
ganiques, la polymérisation, qui, en produisant des composés plus lourds,
favoriserait leur condensation. En effet un composé organique plus lourd se
traduit par une pression de vapeur saturante plus faible, et partant, une
concentration d’équilibre ¢;? plus faible ainsi qu’un flux de condensation plus
fort (cf. loi de condensation 2.4).

Le transfert de masse des especes organiques est modélisé jusqu’a présent
de la méme maniere que les especes inorganiques, c’est-a-dire par un proces-
sus de diffusion. Or d’apreés [36], les especes organiques peuvent également
condenser via des réactions hétérogenes (gaz/liquide) a la surface de I’aéro-
sol. Ce processus de condensation, insensible a I'effet Kelvin, est susceptible
d’expliquer le fort grossissement des particules fraichement nuclées ([35]).

Les voies de poursuite de ce travail concernent donc tout d’abord une
meilleure prise en compte des interactions de la phase organique avec la phase
aqueuse (a Uinstar de [34]), puis I'intégration de la formation des polyméres
et des réactions hétérogenes.

11.4 Mélange externe

Jusqu’a présent, la plupart des modeles d’aérosols font I’hypothese de mé-
lange interne, c’est-a-dire que la distribution d’aérosols est supposée partout
bien mélangée, ce qui peut s’avérer faux a proximité des sources d’émissions
([49]). Par ailleurs, comme expliqué dans [47], effet radiatif des mélanges in-
ternes est sensiblement différent de celui d’'un mélange externe : I'effet d’une
particule de carbone n’est pas le méme suivant que celle-ci existe a 1’état pur
(mélange externe) ou soit recouverte d'une phase liquide (mélange interne).

En ce sens le mélange externe constitue également une prochaine étape
de modélisation. Les principaux obstacles sont tout d’abord le cout calcul,
puisque l'on traite non plus une mais plusieurs distributions d’aérosols, et le
fait que le nombre de distributions ne peut étre borné.

En effet si ’on part de deux distributions distinctes, notées n; et no, leur
coagulation mutuelle a pour effet de produire une distribution mixte n;,,
qui elle-méme produit les distributions n19; et ni99 par coagulation avec les
précédentes, et ainsi de suite ...
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Une idée, avancée par Jacobson dans [47], consiste & rassembler les distri-
butions mixtes nio._ en une seule de type mélange interne, tout en conservant
les distributions externes n; et ny. La définition rigoureuse de modeles de mé-
lange externe est donc un enjeu important de la recherche.

11.5 Couplage a la turbulence

La discrétisation des modeles de dispersion aboutit jusqu’a présent a des
modeles moyens, c’est-a-dire que la concentration d’aérosol n, suivie par le
modele 3D, représente la concentration moyenne en aérosols dans la maille
donnée. La validité de ce modele suppose que les concentrations d’aérosols
sont bien réparties dans la maille, ce qui est d’autant plus faux que la maille
est grande (et) ou que celle-ci contient plusieurs sources d’émissions pri-
maires.

De maniere comparable a ce qui commence a étre fait en chimie gazeuse
([144]), on peut s’intéresser a la pertinence des modeles de paramétrisation
sous-maille pour les aérosols. D’un point de vue pratique, cette idée consiste
a repartir des équations du modele POLAIR3D/SIREAM, et a décomposer
la densité d’aérosols m — n(m,Z,t), suivant la masse m, en une densité
moyenne < n > et une fluctuation n’ :

n(m, Z,t) =<n > (m,Z,t) + n'(m, T, t) (11.1)
La fluctuation vérifie par définition :
<n' >(m,Z,t)=0 (11.2)

Les équations obtenues pour les densités moyennes apres discrétisation
spatiale font apparaitre des termes diis au couplage des fluctuations entre elles
(corrélations). Comme ces termes dépendent des densités turbulentes, que
I’on ne souhaite pas calculer, il est nécessaire d’élaborer des paramétrisations
a partir des densités moyennes (schémas de fermetures).

11.6 Petites particules

L’intérét croissant pour les petites particules (sub-microniques) provient
avant tout de leur possible impact sanitaire, celles-ci pouvant pénétrer pro-
fondément dans le systéme respiratoire ([12]).

Elles sont aussi mal connues du fait de la difficulté a mesurer le nombre
et la composition des particules a cette échelle. L'impact de la nucléation
est lui-méme difficilement mesurable du fait du lessivage par coagulation des
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particules nuclées ([66]), sauf lorsque celles-ci grossissent suffisamment rapi-
dement par condensation de vapeurs organiques secondaires ([35]). Il apparait
aussi que le modele de nucléation ternaire ([78]), ammoniac-acide sulfurique-
eau, se montre plus favorable que le modele de nucléation binaire, car le seuil
de concentration gazeuse en acide sulfurique requis pour activer la nucléation
est plus faible dans le premier cas (cf. partie 3.3.3).

De fagon générale la modélisation des petits aérosols s’articule autour
d’une meilleure compréhension de la nucléation (role des forces ioniques
[145]), de la condensation de vapeurs organiques et du phénomeéne de poly-
mérisation. Ce point est la clé pour le bon suivi des distributions en nombre.
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Annexe A. Nomenclature

Le tableau A.1 résume les différentes dimensions utilisées dans cette these,
ainsi que les unités dans lesquelles elles sont le plus souvent exprimées.

symbole désignation unité
Naer nombre d’aérosols #
Myer masse d’aérosols g
Vier volume d’aérosols um?
Mir masse d’air kg
Vair volume d’air 3
T; temps seconde (s)

TAB. A.1: Tableau des symboles de dimension

Certaines notations sont utilisées en plusieurs sens suivant la partie ou
sous-partie. Lorsque la définition n’est pas précisée ou rappelée dans le cours

du texte, on se rapporte a celles des tableaux suivants.

variable désignation unité
t instant seconde
z position dans ’espace metre
m masse d’un aérosol g
! concentration gazeuse pug.m=3
en espece X;
T température Kelvin (K)
V vitesse du vent m.s~!
K(7,t) coefficient de diffusion m2s™!
turbulente
RH taux d’humidité relative sans (0 < < 1)
X coefficient de lessivage st
humide de I'espece gazeuse X;
dp diametre d’aérosols um
ks constante de Boltzmann JK!
Hair viscosité dynamique de Dair kgm st

TAB. A.2: Les différentes notations
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variable désignation unité
D; diffusion gazeuse m2.s7!
en espece X;
R, constante des gaz parfaits J. K~ mol™
K,, nombre de Knudsen sans
de I'espece gazeuse X;
Ai libre parcours moyen de m
I’espece X; dans 'air
o coefficient d’accomodation | sans (0 < < 1)
en espece gazeuse X;
! concentration gazeuse pug.m=3
d’équilibre en X;
o tension de surface N.m™1
de I’aérosol
p volume molaire pm®.mol !
de I"aérosol
n; nombre de moles en X; mol
dans un aérosol
i potentiel chimique en X; J.mol !
n(m,t) | densité numérique d’aérosols | #.m 3. ug™!
I;(m,t) transfert de masse pg.s~t
en espece X;
Iy(m,t) vitesse de grossissement pg.s
des aérosols de masse m
K (u,v) noyau de coagulation m3.s71
gi(m, t) densité massique pug-m=3.ug!
en espece X;
m;(m, t) masse de X; dans g
les aérosols de masse m
Xi(m,t) | production chimique de X; [g.s
dans les aérosols de masse m
X7 production chimique de X; pug.m=3.s71
de X; dans l’air
mo seuil de nucléation g
Jo(t) flux de nucléation #.m 35!

TAB. A.3: Les différentes notations (suite)
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variable désignation unité
K;(t) masse totale locale pg.m=3
en X; dans l’air
Ck taux de condensation d’un monomere -1
Ey taux d’évaporation d’'un monomere 571
I;(m,t) coefficient de diffusion pg?.s™t
d’une distribution d’aérosols
d(k, ko) symbole de Kronecker discret sans
d(m,my) symbole de Kronecker continu pug=!
Aair libre parcours moyen de I’air um
R, rayon d’un aérosol um
ci(dy, t) concentration en X; gazeux pg.m3
a la surface de ’aérosol
vi™ vitesse quadratique m2.s 1
moyenne en X;
Te temps caractéristique seconde
de la coagulation
Td temps caractéristique seconde
de la condensation
K, constante brownienne m3.s71
de coagulation
My(t) nombre total d’aérosols #.m™3
M (t) masse totale des aérosols pg.m=3
x logarithme de la masse d’aérosols sans
Hy(z,t) vitesse de grossissement st
logarithmique des aérosols
At pas de temps interne seconde
du modele d’aérosols
N} nombre total d’aérosols #.m™3
du mode lognormal j
d diametre moyen géométrique wm
du mode lognormal j
o’ déviation géométrique standard sans
du mode lognormal j

TAB. A.4: Les différentes notations (suite)
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variable désignation unité
RMS erreur relative sans
quadratique moyenne
My masse d’aérosols seche g
pp(m, t) masse volumique des pg.pum=3
aérosols de masse m
piere masse volumique moyenne pug.pm=3
de la phase inorganique
porE masse volumique moyenne pg.pm 3
de la phase organique
05 masse volumique du pg.pm =3
composant X; pur
J; flux molaire en espéce X; mol.s™!
M; masse molaire en composant X; | pg.mol '
Nk concentration numérique #.m3
d’aérosols dans la boite &k
QY concentration en X; pug.pm =3
dans la boite &
Vliep vitesse de dépot sec m.s !
de 'espece gazeuse X;
F? émissions gazeuses pug.m=3.s71
de 'espece X;
n(d,) effet Kelvin d’un aérosol sans

de diametre d,

TAB. A.5: Les différentes notations (suite)
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Soit x = Inm le logarithme de la masse d’un aérosol. Les densités nu-
mériques et massiques par rapport a x sont respectivement définies par les
égalités :

n(z,t)dz = n(m,t)dm , g¢(z,t)dr 2 g(m,t)dm (B.1)
soit
n(z,t) = mn(m,t) , q(z,t) = mg;(m,1) (B.2)
Les densités logarithmiques ont donc pour dimension :
Naer Maer
t)] = (z,1)] = B.3
(e, 0] = 3 lao, 6] = 72 (B.3)

La densité numérique n(x,t) s’exprime généralement en #aérosols.m =3 et les
densités massiques ¢;(z,t) en pg.m=3.

Le passage de 1’échelle massique linéaire a I’échelle logarithmique est dé-
taillé pour chaque processus.

B.1 Coagulation

D’apres (B.2) on remplace la densité linéaire par la densité logarithmique
dans ’équation (4.1), en se limitant & la la coagulation. On obtient :

g—?(aj, t) =E(x > In2 + xg) méx) /w: KW(L?’Z)Z)n(y, t)n(z,t) dy
h >4 ~ (B4)
~nfat) [ Koyt dy
Z=1In(e® —e™), z=In(e”—¢€Y) (B.5)

Cette derniere formulation fait apparaitre dans le terme de gain G une ex-
ponentielle au numérateur, m(x), et une au dénominateur, m(z), ce qui peut
s’averer instable numériquement.

En effet 1a modélisation numérique introduit toujours des erreurs d’arron-
dis ' et 3/ sur les valeurs exactes de x et y. Ce qui a pour effet de perturber
les exponentielles m(y) et m(y) :

m(z +a') = m(z)e” , m(y+y') =m(y)e’ (B.6)

La valeur effective du rapport m(z)/m(z) est alors

m(z+2') m(zx)e” _ m(z)e®
e+ 7)  mEe —me  mEe e ] )
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La différence e* — ¥ peut s’avérer aléatoire. Aussi ai-je développé une autre
formulation du gain de coagulation G.

Le fait que m(z) = m(y) + m(z) permet de séparer I'intégrale de G en
deux parties :

U K(y, z)n(y, t)n(z,1) dy+/ K(y, z)n(y, t)n(z,1) EZ;
(B.8)
On effectue le changement de variable de y vers z dans la seconde intégrale
de (B.8) :
m(y) + m(z) = m(z) = m(y)dy+m(z)dz=0

m) (B

= dz= _m(z)

d’ou

o-1 / Kty e dy — [ Kty One. 0] (B.10)

_ %[/z: K(y, 2)n(y, t)n(z, t) dy + /,: K(y, z)n(y, t)n(z,t) dz}

ou je me suis servi de la symétrie du noyau de coagulation. Les variables y
et z dans la formule (B.10) ont & présent le méme role, si bien que les deux
intégrales sont identiques et égales. Le gain G vaut finalement :

= /w K(y, z)n(y,t)n(z,t) dy (B.11)

L’équation logarithmique de coagulation est donc la suivante :

on

O 0,1) =Ba > 2 4 ) / K (y, 2)nly, (=, 1) dy

(B.12)
xt/ K(z,y)n(y,t)dy

L’opération similaire appliquée a I’équation (4.2) de la densité massique g;
mene a
0y

3¢ (@:t) =E(z 2 In2 + o) /E: K(y, 2)[ai(y, t)n(z, 1) + n(y, t)a(z, t)] dy

— qi(z,t) /00 K(z,y)n(y,t)dy
(B.13)
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B.2 Condensation/évaporation et nucléation

On effectue le changement de variable (B.2) sur I’équation (4.2), en se
limitant & la la condensation/évaporation. On aboutit a :

0g; 0|(Log;)/m(x 1,
0y +m(e) OB (1)), (24 (0,0) = s, )00
(B.14)
On définit une vitesse de grossissement logarithmique Hy par
A IO 1
Ho2 gy =7 (B.15)
m
exprimée en s L.
La dérivation suivant x se déduit de la dérivation en m par
0 dm 0 0
e - B.1
ox dxr Om m(z) om (B-16)
L’équation (B.14) donne finalement
0¢; 0(Hyg;
a—qt(:r,t) Ll a;") = (Im)(z,1) , (Hog:)(mo,t) = my(zo,t)Jo(t) (B.17)

L’équation logarithmique pour la densité numérique s’établit de maniere ana-

logue :

on O0(Hon) _
o7 @) + =5 = =0, (Hon)(wo,1) = Jo(t) (B.18)

Les équations (4.3) et (4.4) vérifiées par la concentrations gazeuse ¢ en X;
deviennent respectivement :

Ci;f (t) = —my(zo, t) Jo(t) — /oo(fm)(ac,t) dx (B.19)

Zo

c(t) + /oo gi(z,t) dr = K; (B.20)

Zo
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D’apres 1’équation (6.63) de la partie 6.3 les coefficients de Volterra sont
les suivants :
—pourj=1,....k—2:

—pourj=k—1:

Ty T
Ab = / k(zwy)Aly) dy , B, = / k(on ) By)dy  (C.3)
Tp—1 Th—

T k
ck = / ke, y)Cy)dy, Di= [ k(zey)D(y)dy (C4)

Tk—1 Tk

Ces coefficients peuvent étre calculés par une quadrature de Gauss-Legendre
appropriée.

On note que la fonction k; (6.49) pour le composant X; ne dépend pas
du composant et est proportionnelle a la fonction & de la densité numérique
(6.47), de sorte que les coefficients de Volterra n’ont besoin d’étre calculés
qu’une seule fois.

Il est aussi nécessaire de calculer I'intégrale intervenant dans la définition
(6.48) de la fonctions g :

[ Ko@) dy (©5)
En remarquant que
Ky, () = Ly, ) (©56)

L’intégrale précédente revient directement a :

) t k—1 k—1
= pA(fk) (Alffl + ;(Af + B;-cfl)fj + Bl]§71fk + Z(CJ’C + Dfl)ff) (C.7)

Jj=2

avec f = nl.
Par contre, pour l'intégrale intervenant dans la définition (6.50) de la
fonction g; pour le composant X;, le méme stratagéme n’est pas possible.
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Celle-ci est décomposée selon :

[ K ) s = 3 [ K@ @y
w0 j=17% (C.8)

o [7 K

et I'on se contente d’approcher avec une quadrature de Gauss-Legendre
chaque terme de la décomposition.
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Résumé

Des modeles de chimie-transport permettent le suivi réaliste des polluants en phase gazeuse dans
I’atmosphere. Cependant la pollution atmosphérique se trouve aussi sous forme de fines particules en
suspension, les aérosols, qui interagissent avec la phase gazeuse, le rayonnement solaire, et possédent
une dynamique propre.

Cette these a pour objet la modélisation et la simulation numérique de ’Equation Générale de la
Dynamique des aérosols (GDE). La partie I traite de quelques points théoriques de la modélisation des
aérosols. La partie II est consacrée a ’élaboration du module d’aérosols résolu en taille (SIREAM).
Dans la partie III on effectue la réduction du modele en vue de son utilisation dans un modele de
dispersion tel que POLAIRSD.

Plusieurs points de modélisation restent encore largement ouverts : la partie organique des aérosols,
le mélange externe, le couplage a la turbulence, et les nano-particules.

Mots clés : aérosols atmosphériques, distribution en taille (PSD), composition chimique (inorga-
nique/organique), équilibre local/global, modéles thermodynamiques, Isorropia, coagulation brownienne,
condensation/évaporation, nucléation, Equation Générale de la Dynamique (GDE), représentation dis-
crete/continue, modeles de mélange interne/externe, solutions analytiques, méthodes stochastiques, solu-
tion de référence, mass flow algorithm (MFA), formulations variationnelles, couplage, découplage, méthodes
sectionnelles, size binning, méthodes eulériennes/lagrangiennes, redistribution sur une grille fixe, systémes
lents/rapides, réduction, méthode bulk-equilibrium, méthodes d’équilibres résolues en taille, SIze REsolved
Aerosol Model (SIREAM).

Abstract

Chemical-transport models are now able to describe in a realistic way gaseous pollutants behavior
in the atmosphere. Nevertheless atmospheric pollution also exists as fine suspended particles, called
aerosols, which interact with gaseous phase, solar radiation, and have their own dynamic behavior.

The goal of this thesis is the modelization and numerical simulation of the General Dynamic
Equation of aerosols (GDE). Part I deals with some theoretical aspects of aerosol modelization. Part
IT is dedicated to the building of one size resolved aerosol model (SIREAM). In part III we perform
the reduction of this model in order to use it in dispersion models as POLAIRS3D.

Several modelization issues are still opened : organic aerosol matter, externaly mixed aerosols,
coupling with turbulent mixing, and nano-particles.

Keywords : atmospheric aerosols, particle size distribution (PSD), chemical composition (inorga-
nic/organic), local/global equilibrium, thermodynamic models, Isorropia, brownian coagulation, condensa-
tion/evaporation, nucleation, General Dynamic Equation (GDE), discrete/continuous representation, in-
ternally /externally mixed models, analytical solutions, stochastic methods, reference solution, mass flow
algorithm (MFA), weighted residuals methods, coupling, splitting, sectional methods, size binning, eule-
rian/lagrangian methods, redistribution on a fix grid, slow/fast systems, reduction, bulk-equilibrium method,
size-resolved equilibrium methods, SIze REsolved Aerosol Model (SIREAM).



